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1. Grundlagen und Bezeichnungen

a. Mengen und Abbildungen

Wir gehen von einem intuitiven Mengenbegriff aus. Bsp.: M = {1,2} (explizite
Angabe der Elemente) oder M = {n|n ist gerade und natiirlich } (Beschreibung
einer Eigenschaft).

BEZEICHNUNGEN 1.1.

N:=1{1,2,3,...} natiirliche Zahlen
Ny :=1{0,1,2,3,...} nattiirliche Zahlen mit Null
Z. :={x|x e Nooder x—x € N} ={0,1,-1,2,-2,...} ganze Zahlen
Q:={xjx= % mitp € Z,q € N} rationale Zahlen
R reelle Zahlen
C komplexe Zahlen
0={} leere Menge
BEzEICHNUNGEN 1.2 (Standardbezeichnungen fiir Mengen).

xeM x ist Element von M
McN M ist Teilmenge von N (auch M = N moglich)
MCN McNundM#N
MUN Vereinigung der Mengen M und N
MNN Durchschnitt der Mengen M und N
M\N Differenz der Mengen M und N - "M ohne N"

M und N heiflen disjunkt, wenn M NN =0
Falls N ¢ M = N¢: M\ N heifst Komplement von N in M

Es gelten die iiblichen Rechenregeln
zB.AN(BUC)=(ANB)UANCQC)

DeriNITION 1.3 (Abbildungen).

Seien A, B Mengen. Falls zu jedem x € A genau ein f (x) € B existiert, so heifsit f
eine Abbildung von A nach B. Wir schreiben f : A — B,x — f (x).

A heifst Definitionsbereich von f.

f(A) .= R(f) := {y € Bl es existiert mindestens ein x € A mit y = f (x)} heifst Wetebe-
reich (Bezeichnung kommt von engl. ,range”).

Falls C C A, so heifst f|c : C — B,x +— f (x) die Restriktion (Einschrankung) von f
auf C.

Setze f (C) := R(flc) := {y € Bl es existiert ein x € C mit f (x) = y}

Zu D c Bheifit /71 (D) := {x € Al es existiert ein y € D mit f (x) = y} das Urbild von
D unter der Abbildung f.

Achtung: f~! (D) ist nicht die Umkehrfunktion, sondern eine Abbildung von Men-
gen!
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Sarz 1.4 (Rechenregeln).
Sei f : A — B eine Abbildung.

(i) FirUc AundV C A gilt:

fFUNv)ycr)nyfv) (# moglich)
fUUV)=f(U)Uf(V)
fFUNV)D FU)\ f(V) (# moglich)

(ii) Fiir UC B, V C B gilt:
A unv)=fun (V)
fffuuv)= iU (V)
FAUNV) =W\ (V)

(iii) Komposition von Funktionen:
Seien f : A —- B, g: C — D mit f(A) C C C B, dann heiit h = go f : A —
D,x — g(f (x)) die Komposition (Verkniipfung von f und g.
Man spricht ,, g nach f“oder , g Kringel .

Esgiltho(go f)=(hog)o f.

DeriNITION 1.5 (Graph).
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann heiflt g(f) : {(x, f (x)) |x € A} der Graph von

Es gilt: g(f) € AXB:={(x,y)|x € A, y € B} (vgl. Produktmenge)

DEerINITION 1.6 (Eigenschaften von Abbildungen).
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann heifst f

(i) injektiv, falls aus f (x1) = f (x2) folgt, x1 = x,.
(ii) surjektiv, falls f (A) = B.

(iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
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b. Elemente der Logik

BEZEICHNUNGEN 1.7.

A -, und”

V - ,und/oder”

— -, nicht”

Y - fiir alle”

-, es existiert (mindestens) ein”
3, -, es existiert genau ein”

Logische Bezeichnungen konnen tiber Wahrheitstafeln definiert oder bewiesen
werden. Beispiel Implikation: A = B

A|B|A=B

w|w w

w | f f

f|w w

f | f w
Es gilt:
(A= B)=(—-AVB) aus A folgt B
AeB):=(A=>B)AB=A) A dquivalent zu B

Sarz 1.8 (Rechenregeln).

(A= B)=(-B = -A) (indirekter Beweis)
~(VxeM:Px)=AxeM: -P(x)

“(AxeM:P(x) =VxeM:-P(x)



2. Zahlen

a. Natiirliche Zahlen, vollstindige Induktion

Wir setzen die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,.. .} als bekannt voraus. Es gelten
die tiblichen Rechenregeln.

Auf N existiert eine Ordnung:a < b:=[(a=b) V (dc € N|b = a + ¢)]

Damit ist IN vollstindig geordnet, d.h. fiira,b € IN gilt immera <b Vb <a.

BEMERKUNG 2.1 (Axiome der IN).

Man kann IN durch Axiome beschreiben (nach Peano):

(A1)1eIN

(A2) Vn € Ndin* € IN (n* heifst Nachfolger von n)

(A3)Vne Ngilt: n* # 1

Ad)nt=m"=n=m

(A5)SeiM c Nmitle Mund (n e M = n* € M), dann ist M = IN.

Sarz 2.2 (Vollstandige Induktion).
Sei ng € IN, und fiir alle n > ny sei A (n) eine Aussage.

Es gelte:
(i) A (no) ist wahr. (Induktionsanfang)
(il) Yn > ny (A (n) ist wahr = A(n + 1) ist wahr) (Induktionsschritt)

Dann ist A (n) wahr fiir allen € IN, n > n,.

Beweis:

(i) sei ng = 1. Betrachte M := {n € IN|A (n) ist wahr}. Dann ist 1 € M (Indukti-
onsanfang). Zu n € M ist nach dem Induktionsschritt auch n + 1 € M. Nach
Axiom (A5) ist M = IN.

(ii) seing > 1.Setze X(n) = AMm+ny—1),dh.A(n) = Z(l) ... Wende (i) an auf
A und erhalte die Aussage fiir A(1),A(2),..., d.h. fiur A(ng), A(np+1)...0

Wir verwenden folgende Bezeichnungen:
Seienm,ne Zmitm<nunda, € Rfirk=mm+1,m+2,...,n.Setze
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n
Y A=Ay + A1 + ...+ ay,

k=m

n
IHac:=a, ane ... a,.
k=m

n
Fir m > n setzen wir die Summe ), g :=0,
k=m

das Produkt [] a; :=1.

k=m
Sarz 2.3 (Summenformel).

n
Fiirallen € Nist Y k = @
k=1

Bewers: (Vollstandige Induktion nach n)

1
@n=1:yk=1=1D
k=1

(i) n > n+1:
Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

ék = 105D (A (1)),

n+1
Zu zeigen: k;l k= ("H)Zﬂ (A(n+1)).

(Summe)
(Produkt)
(leere Summe)

(leeres Produkt)
O

(wahr)

n+1 n
Z k= (Z k)+n+1 — n(n2+1)+(n + 1) — n(n+1)+2n+2
k=1

k=1

Sarz 2.4 (Bernoullische Ungleichung).

= w2 qh A (n+1) gilt.

Fiir alle x € R mit x > =1 und allen € N gilt (1 +x)" > 1 + nx.

Beweis: (Vollstandige Induktion nach n)

On=l1+x)"'>1+1-x

(i) n >n+1:

A+ =1 +2)"- Q+x)>1+nx)-1+x) =

=(1+nx+x+nx®>)>1+n+1)x.

(wahr)
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DeriNITION 2.5 (Binomialkoeffizien).
koo

Fiir n,k € Ny heift () := [] “25 = 2020020740 qor Binomialkoeffizient ("1
j=1

i 12k
uber k").
Fiurke N heifstk! :=1-2-...-k die Fakultiat von k. Setze 0! := 1.

LEMMA 2.6.

Fiir n, k € IN gilt:

(ﬂ) (Z) = #lk)' = (nfk)

(b) Fiir 1 <k < n gilt: (:) = (Z:}) + (”;1)

BeweEis:

(a) Beweis (a) sieht man direkt aus der Definition.
b) n! _ (n=-1)(n-2)...(n—k+1) + (n=1)(n-2)....n—k) _ (n-1)...(n—k+1)[k+(n—k)]
( kin—k)! — (=1)! Kl = Kl

n(n-1)(n-2)...(n—k+1)
!

O

Sarz 2.7 (Binomische Formel).
Fiir x,y € Rund n € N gilt:

(x+y) = i ((’;)xk : y“‘k) (mit x° = 1).
k=0

Bewers: (Vollstandige Induktion nach n)

(i) n=1:
linke Seite: (x + y)' = x+ y

1
rechte Seite: ), ((Z)xkyl‘k) =y +(Dxly’ =y +x (wahr)
k=0
(i) n >n+1:
)t = e o = (£ ) e
_ i *) (xk+1yn—k + xkyn—k+1)
k=0
=y (Z)xkﬂyn—k + Y (z)xkynﬂ—k
k=0 k=0
n+1 n
= Y (")xy™ T+ X (Dxfyn+1 -k (mit j=k+1)
j=1 k=0

i(’;)xfyn+1—j+y”+1 (mitj =k +1)

n . .
— xn+1 + Zl(jfl)x]ynﬂ—] + L

]:
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= x4yl oy Zl [(]fl) n (;;)] xfy”“‘f
]:

n+1
= Y ("Pyrt
j=0 "’

Damit gilt Aussage fiir n + 1.

Beispiel:
(x+y)2 =x% + 2xy + y°
(x + y)3 = x% + 3x%y + 3xy? + 1°

Sarz 2.8 (geometrische Reihe).

Fiir x € R\ {1} und n € INy gilt:

i+l
Z xk — 11x
—X
k=0

Bewers: (Vollstandige Induktion nach n)

1

0
(n=0= Yxk=1=1=
k=0

1—x

(i) n >n+1:
n+1 o

_ 1-x

n+2

n
_h+l n+1_ . n+2
Zxk:Zxk+xn+1:1x T G o i - it
1—x 1-x
k=0 k=0

1-x

(") + ()= (”J]Tl) (nach Lemma 2.6)

(wahr)
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b. Korperaxiome

Fir Q, R, C gelten dieselben Rechenregeln. Dies wird formalisiert.

DEerFINITION 2.9 (Gruppe).
Eine Gruppe ist eine nichtleere Menge G mit einer Verkniipfung
0:GXG—G,(x,y)— xoymit

(i) VYx,y,z€G:(xoy)oz=xo0(yoz) (Assoziativitat)
(i) meG:xon=nox=x (n heifst neutrales Element)
(iii) Vxe Gy e G:xoy=yox=mn (y heifit inverses Element zu x)

(iv) Die Gruppe heifst abelsch (oder kommutativ), falls gilt:
Yx,ye G:xoy=yox

Beispiele: (Z, +) mit neutralem Element 0 und inversem Element -n.
(R \ {0}, -) mit neutralem Element 1 und inversem Element %
Keine Gruppe: (Z \ {0}, -), da z.B. zu x = 2 kein inverses Element existiert.

DEeriNITION 2.10 (KO1per).
Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen
+: KX K —= K, KX K — K, so dass gilt:

(i) (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

(ii) (K\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

(iii) a-(b+c)=a-b+a-cfiurallea,b,ce K (Distributivgesetz)

BEIsPIELE 2.11.

(i) (Q,+,), (R, +,") aber nicht (Z, +, -)

(i) (IFp, +,-) mit F, := {0,1}, wobei 1 + 1 := 0, sonst wird + und - wie in R
definiert.

Sei K ein Korper. Wir schreiben —x fiir das Inverse beziiglich der Addition und
1 = x7! fiir das Inverse beziiglich der Multiplikation. ab :=a-b, & :=a- ¢ = ab™,
a—b:=a+(-b)
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LEmma 2.12. Sei (K, +,-) ein Korper. Dann gilt:

” ” ”onmn

(i) Es gibt nur ein neutrales Element beziiglich "+". Analog fiir
(ii) Fiirallea,b € K hat die Gleichung a + x = b genau eine Losung, nimlich x = b—a.

(iii) Fiirallex € Kist x-0 = 0.

BEweEls:

(i) Sein ein weiteres (aufser 0) neutrales Element beziiglich der Addition. Dann
ist0=0+n=mn (da 0 und n neutrale Elemente)

(ii) b—aistLosung, daa+(b—a)=a+(b+(-a)) =a+((-a)+b) = (a+(-a))+b =
0+b=0b (nach Korperaxiomen)
Sei y eine Losung, d.h.a+y = b. Dannisty = 0+y =a—-a+y =a+y—a=b—-a.
Die Losung ist also eindeutig.

(iii) Seix € K. Dannistx-0+x-0=x-(0+0)=x-0 (da 0 neutrales Element)
Aberesgilt:x-0+0=x-0 (da 0 neutrales Element)
Nach (ii) hat die Gleichung x-0+y = x-0 (als Gleichung in K) eine eindeutige
Losung. Damit x -0 = 0.

DEerFINITION 2.13 (geordnete Korper).
Ein Korper K mit einer Ordnung ,,>" heifst (vollstindig) geordnet, falls folgende
Anordnungsaxiome erfiillt sind:

(i) Firjedes x € K gilt genau eine der drei Beziehungen x > 0, x = 0 oder 0 > x.
(i) Vx,ye K: (x>0Ay>0)=>x+y>0.

(iii) Vx,ye K: (x>0Ay>0)=xy > 0.

Mansetztx > y:©ox—-y>0undx<y:oy>x,x>2y:e x>y)V(x=1y)

LEMMA 2.14.
Sei K ein geordneter Korper. Dann gilt:
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(i) VYx € K\ {0}:x?> 0 (damit auch 1 = 1% > 0).

(i) Vne N:n:=1+...+1 >0 (n-mal)

BeweEris:

(i) Falls x > 0 soist x2 = x-x > 0 nach Axiom (iii). Falls x < 0, so ist —x > 0 und
damit x? = (—x) - (=x) > 0 (nach Axiom (iii))

(ii)) Wende n-mal Axiom (ii) an und verwende 1 > 0.

BEISPIELE 2.15.

(i) R, Q sind geordnete Korper.
(ii) IF, ist nicht geordnet, weil 2 =1+ 1 = 0, Widerspruch zu 2.14 (ii).

(iii) C ist kein geordneter Korper, weil i* = -1 < 0.

LEMmMA 2.16.
Fiir x € R setze
x fallsx>0

Il = -x ,fallsx <0

(Betrag oder Absolutbetrag)

(i) YxeR:|x| > 0und (x| =0  x =0).
(i) Vx e R: |- x| = |x].
(i) Vx,y € R:|xyl = x| [yl und (falls y # 0) |2| = %,

(iv) Dreiecksungleichung: Vx,y € R: [x + y| < [x] + |yl.
(v) Umgekehrte Dreiecksungleichung: Vx,y € R : |x + y| > [|x| = |yl|.

BeweEis:

(i) folgt direkt aus Definition

(ii) folgt direkt aus Definition
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(iii) folgt direkt aus Definition

(iv) Ausx < |x|und y < |y| folgt x + v < |x| + |yl.
Aus —x < |x| und —y < |y| folgt —(x + y) < |x| + [y|. Also |x + y| < |x] + |yl.

(v) Wende (iv) anauf u := x + yund v := —y.
Ix| = Ju+9| <|ul+ o] = |x + y| + |yl, d.h. [x + y| > x| = |yl.
Vertausche x und y: |x + y| > |y| — |x|. Damit |x + y| > [|x| — |yl|

DEerINITION (archimedisch geordnet, wohlgeordnet)

Ein geordneter Korper K heifst archimedisch geordnet, falls:
Vx,y€K,x>0,y>0dneN:n-x >y (beachten:=1+...+1€K).

Eine geordnete Menge M heifit wohlgeordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge
von M ein kleinstes Element besitzt.

Beispiele: R und Q sind archimedisch geordnet.
N sind wohlgeordnet, aber R (mit der tiblichen Ordnung) ist nicht wohlgeordnet,
denn z.B. (0,1] := {x € R|0 < x < 1} hat kein kleinstes Element.
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c. Die reellen Zahlen

DEerINITION 2.17 (Beschranktheit).
Sei K ein geordneter Korper (z.B. K = Q oder K = RR).

(i) Eine Menge M C K heifst von unten beschréankt, falls Ja € KVx e M :a < x.

In diesem Fall heifst a eine untere Schranke von M.
M heif3st von oben beschrinkt, falls 42 € KVx € M : a > x. (A obere Schranke)
M heifst beschrankt, falls M von unten und von oben beschrankt ist.

(ii) ¢ € Kheifit grofite untere Schranke, oder Infimum von M, falls

(a) cist untere Schranke.

(b) Falls a untere Schranke ist, so ista < c.

Man schreibt ¢ =: inf M (falls es existiert).

(iii) Analog sup M (Supremum von M, kleinste obere Schranke)

BEMERKUNGEN

(i)

(if)

(iii)

Die grofite untere (und die kleinste obere) Schranke ist eindeutig. [Denn
seien ¢y, ¢, grofite untere Schranken. Dann folgt aus 2.17 (ii) 2 ¢; < ¢; und
c1 = Cz.]

Achtung: Es muss nicht sup M € M gelten!

(zB.sup{x e R0 <x <1} =1).

Falls sup M € M, so heifst sup M auch das Maximum von M, max M.
Analog min M.

Beispiele:

max{x € R|0 < x < 1} existiert nicht.

minfx e R0<x <1} =inflxe R0<x <1} =0.

Achtung: Auch das sup M muss nicht existieren, z.B. existiert sup IN nicht.
Es gilt (ohne Beweis): {7 € Qlg > 0 und ¢* < 2} C Q besitzt kein Supremum.
Im folgenden schreiben wir fiira < b,a,b € R:

[a,b] :={x e Rla < x < b},

(a,b) :={xeRla<x<b},

[a,b) .= {x € Rla < x < b}, usw.

Analog fiira = —00,b = 00: z.B. [4, 0) := {x € R|a < x}, usw.



¢ Die reellen Zahlen 13

Sarz 2.18 (Vollstandigkeitsaxiom).
Jede nicht leere von oben [unten] beschriinkte Menge S C R besitzt ein Supremum [Infi-
mum] in R.

BEMERKUNGEN 2.19.

(a) Esgibtkeinr e RmitVne N:n <r.
(b) Falls fira e Rgil: Yne N:0<a < i dannista = 0.
(c) Es gibt ein x € R mit x* = 2.

(d) Im Beweis von (c) haben wir gesehen: Seia = sup S. Dann gilt Ve > 03dx € S:
a—e<x<a

BeweEis:

(a) Angenommen, es gibteinr € Rmit¥n e N:n <r.
Dann ist N nach oben beschrdnkt, d.h. ¢ := supIN € R existiert (nach
Vollstandigkeitesaxiom). Wegen ¢ — 1 < c ist ¢ — 1 keine obere Schranke von
IN. Wéahle ng € Nmitc—1 < ng < c. Dannistng+1 > ¢, d.h. c ist keine obere
Schranke — Widerspruch.

(b) Angenommen, a > 0.
Dannist Vn € N n < %, Widerspruch zu (a).

(c) Sei S :={x € lelx2 < 2} mit Rj := [0, 0). Dann ist S # @ und z.B. durch die
Zahl 2 beschrankt, denn x > 2 = x> > 4 > 2.
Seia := sup S (nach 2.18). Wir zeigen a* = 2.

2a+1

(i) Angenommen a* < 2. Dann 2 — 4 > 0. Wihle n € N mit 225

Dann (@ +1)? =2+ 2+ L <g? + 25 <2
D.h. a ist keine obere Schranke von S, Widerspruch.

<n

(ii) Angenommen, a? > 2. Wihle n € N mit # <n
Dannist (2 — 1)2 =a? - Z + L > 42 — 2 > 2 d h. qist nicht die kleinste
obere Schranke, Widerspruch.

LEmma 2.20.
Zu jedem v € R und ¢ > 0 existiert ein g € Q mit |r — q| < €. (,Q liegt dicht in R”)
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BEWEIS:
Seir € R, & > 0. Wahlen e Nmit 1 <e.

(i) Seir > 0und M := {m € N|m > r - n}. Dann ist M # (.
Sei m das kleinste Element in M (IN ist wohlgeordnet). Dann ist my — 1 <
r-n < mg, d.h. m“T_l <r< =g
Somit g —r/ <1 <e.

(i) Seir < 0. Wiahle g € Q mit [§ — (-r)| < € und setze g := —.

O

Insgesamt ist R ein geordneter Korper, der N und damit Q enhélt und in dem das
Vollstandigkeitsaxiom gilt. Damit ist IR auch schon (bis auf eine lineare bijektive
Abbildung) eindeutig festgelegt.
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d. Komplexe Zahlen

In R hat die Gleichung x*> = —2 keine Lésung. Dafiir benétigen wir die komplexen
Zahlen (C).

DerinITION (C)

Zu Tupel x = (x1,%2) € R? = R X R definiere:

x4y =1+ Yy, X2+ 1Y),

Xy = (X1y1 — XalY2, Y12 + Xay1)-

Man rechnet direkt nach, dass (IR?, +, ) ein Korper ist mit Nullelement (0, 0) und
Einselement (1, 0). Das Inverse ist

-1 _ X1 —X2 i3
x = (X%H%, X%er%) tir x # (0,0).

Dieser Korper heifit der Korper der komplexen Zahlen C.

Durch |x| := /x7 + x5 wird der Absolutbetrag definiert mit den gleichen Eigen-

schaften wie in IR. Definiere x := (x;, —x;) als die konjugiert komplexe Zahl.
Setze Rex := x; (Realteil von x),

Imx := x, (Imaginarteil von x).

Es gilt:

x =%,(x1,0) = 3(x +%),(0,x2) = 2(x =), x-X = | [Rex| < |x],|Imx] < |x|,x-y =
X-YXx+y=x+y

Man sieht an der Definition, dass fiir Zahlen x, y € C mit x, = y, = 0 dieselben
Rechenregeln gelten wie in R, z.B. (x1,0)™! = (%, 0)

Man kann daher R mit der Menge {x € Cl|x, = 0} identifizieren.

z.B.2=(2,0).

Definiere i := (0, 1).

Dann ist 2 = (-1,0) = —1.

i heifit die imaginire Einheit.

Fiir x = (x1,x2) € C gilt x = (x1,0) + (0,x2) = (x1,0) - (1,0) + (x2,0) - (0,1) = x1 +i-x2
mit x1,x, € R.

X = Rex + i - Imx.

Mit dieser Darstellung wird Rechnen in C ganz einfach (!):

Man rechnet wie in R mit Zahlen der Form x; + ix, und verwendet i> = 1.
zB.x* =2 —x) +1-2x1%.

In neuer Schreibweise: Rex = 1(x + X), Xx; — ixy, Imx = % (x — X).

Nachweis der Deiecksungleichung:

X+yP=x+y) - x+y) =@+ (x+y) =xx+xy+yy+yx = [xP+yx+xy+|y* =
IX[* + 2Re(xy) + [yI* < |xI* + 2lx|ly| + [y* = (Ix] + |y])*>. Damit |x + y| < |x| + |yl.

Die Zahl x = V2 -i € C ist Losung von x* = —2.

Beachte, dass wegen i> = —1 der Kérper C nicht angeordnet werden kann (Lemma
2.14).
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KOMPLEXE ZAHLENEBENE
vielleicht komme ich irgendwann mal dahinter, wie man so schone Bildchen mit

Latex erzeugen kann ;-) ...
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e. Endlichkeit und Abzahlbarkeit
DEerINITION 2.21 (gleichméchtig, endlich, unendlich, abzéhlbar, .. .).

(i) Zwei Mengen A und B heifien , gleichmichtig” (sind von gleicher Kardina-
litat), falls eine bijektive Abbildung von A auf B existiert. Man schreibt in
diesem Fall: |A| = |B| oder #A = #B.

(HA =: card(A) =: |A])

(ii) Eine Menge A heifst ...

e endlich, falls A = 0 (§0 := 0) oder A = #{1,...,n} := n fiirn € N.
e unendlich, falls A nicht endlich ist.

e abzihlbar, falls A = §IN =: N,

e hochstens abzahlbar, falls A endlich oder abzihlbar.

e iiberabzihlbar, falls A weder endlich noch abzidhlbar ist.

Sarz 2.22.

(a) Jede unendliche Teilmenge einer abzihlbaren Menge A ist wieder abzihlbar.

(b) Seien A, abzihlbar fiir n € N, dann ist auch \J A, =: M abzihlbar.
nelN

(c) Sei A hochstens abzihlbar und fiir alle a € A sei B, hochstens abzihlbar. Dann ist

\U B, =: M hichstens abzihlbar.
acA

(d) Seien A, B abzihlbar, dann ist auch C := A X B abzihlbar.

BeweEis:

(a) Sei F : IN — A bijektiv, also A = {x,|n € N} (f(n) = x,).
Sei E c A unendlich. Wir wihlen iterativ:



18 2. Zahlen
(i) n; € IN sei die kleinste Zahl mit f(n;) = x,, € E.
(ii) Seien nun ny,...,n1 bereits gewdhlt, dann sei n; die kleinste Zahl

grofer als ny, ..., Mg_q: X, € €

Dannist g : IN — E, k = x,, bijektiv.

an — a4/ a3 —
an | axn /  ax
(b) An = {anllarZZ/ An3, - - } 31 /' 32 a33
ag a4 a43

Da in (*) manche Elemente mehrfach auftreten konnen, folgt
AT c N : T = M

= M hochstens abzidhlbar. Da A; € M ist, ist M abzdhlbar.
(c) analog zu (b).

(d) C=U U@, b)} = U B,, dann (c) bzw. (b).

acA beB aeA

BEISPIELE 2.23.

(a) Z ist abzdhlbar.
(b) Q ist abzihlbar.
(¢) R ist tiiberabzahlbar.

BeweEis:

n

(@) f(n):= {E , falls n gerade

—(%1) , falls n ungerade

1/2 3 4 5 6
0T -1 2 -2 3

(b) Q = {2|(z,n) € Z X N} ist nach 2.22 (d) abzéhlbar.
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(c) zu zeigen: (0, 1) tiberabzdhlbar.
Sei (0, 1) abz&hlbar, also (0,1) = {x,|n € IN}.
Dezimaldarstellung:
X1 = O, X11X12X13 - - «

Xp =0, Xp1X00X03 . . .

Definiere y € (0,1) mit y = 0, y12y3 ... wobei
0 ,fallsxy =1

1 Lfallsxy #1

= Vk: yx # x4, also y # x; — Widerspruch.

Y=

NortaTioN
N = R
R =: N = 2%



3. Folgen und Reihen

a. Folgen und Grenzwerte

DeriniTION 3.1 (Folge).

Eine Folge von Elementen in M ist eine Abbildung IN — M, nn = m,,. Wir schreiben
dafiir (m,),en € M oder auch (m,,),,.

Fiir M = R oder M = C sprechen wir von Zahlenfolgen.

Im Folgenden beschrianken wir uns auf diese Zahlenfolgen.

DeriNITION 3.2 (Cauchy-Folge, konvergent, divergent).

(a) Eine Folge (a,).en heifst Cauchy-Folge, genau dann wenn gilt:
Ve > 0dng(e) € N Vn,m > no(e): |a, —an| < ¢.

(b) Eine Folge (a,).en heifst konvergent, genau dann wenn a existiert mit
Ve > 0 dng(e) Vn > ng(e): la, —al < e.
Dann heifst a Grenzwert von (a,,),en: @ =: lim(a,) und a, — a firn — oo
n—oo

(c) Eine Folge heifdt divergent, falls sie nicht konvergent ist.

BEISPIELE 3.3.

(a) a, :=1 fir alle n. Dann ist (a,),en eine Cauchy-Folge, denn |a, — a,,| = O fiir
alle n,m. Es gilt lim a, = 1.

n—00

(b) a, := L (n € N) ist eine Cauchy-Folge, denn |a, — a,| = |2 — 1| < (% + %) <e
fallsn, m > nymitny < % (@n)nen ist konvergent mit Grenzwert 0. Eine solche
Folge heifst Nullfolge.

Es ist |a, — a,,| > 1 fiir
e (n,m = nyp). (a,), ist

(c) a, :== n (n € IN) ist keine Cauchy-Folge: wihle ¢ =
alle n,m mit n # m. Daher ist fiir kein ng |a,, — a,,|
nicht konvergent.

1
5
<

(d) Aus dem gleichen Grund ist a, := (—=1)" divergent und keine Cauchy-Folge.

LEMmMA 3.4.
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(a) Jede konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.
(b) Jede Cauchy-Folge ist beschriinkt, d.h. 3c > 0 Vn € IN: |a,| < c.

(c) Jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge.

BeweEis:

(a) Seien a,a’ Grenzwerte von (a,),en- Dann ist ftir alle e > 0la —a’| = la —a, +
a,—a'| <la—a,|l+|a’ —a,| <e¢fallsn > n (%), ny (5) Dh.a=2a'.

(b) Wahle ¢ > 0. Dann Vn > ny(¢) : la, — a,,| < € (an, — € < ay < ay, + €).
Setze c := max{lai|, |azl, . . ., |an,-1l, lan, — €l, lan, + €l}.
Dann ist |a,| < c fiir alle n € IN.

(©) lan —anl = la, —a+a—ayl (lima, = a)
<l|a,—al+la, —a| < e flirn,m> Tlo(z)

DerINITION 3.5 (MOnotonie).
Eine reelle Folge (a,,),en C R heifst

e monoton wachsend, falls Vn € N : a, < a,41

e streng monoton wachsend, falls Vin € N : a,, < 4,14

monoton fallend, falls Vn € N :a, > a,1

streng monoton fallend, falls Vn € IN : a, > a,4

Sarz 3.6.
Sei (a,)nen € R monoton wachsend und beschriinkt. Dann konvergiert (a,), gegen
supiay, a, .. .}.
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BEwEIs:

Nach dem Vollstandigkeitsaxiom existiert a := sup{a, : n € IN}.

Nach Bemerkung 2.19 (d) existiert zu ¢ > 0 ein nyp € N mita — ¢ <a,, <a.
Da (a,), monoton ist, folgta — ¢ < a, < afiir allen > ny, d.h.a, = a (n — ).

Sarz 3.7 (Vollstandigkeit von R).
Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent.

BEWEIS:

Sei (a,)nen C R eine Cauchy-Folge. Nach 3.4 (b) ist (a,),en beschrankt, d.h. 3k € R
VnelN:-k<a, <k.Seic, :=infla,, a,.1,...}.

Dann gilt: ¢, < ¢,41 < ... < k. Nach Satz 3.6 ist diese Folge (c,,),en konvergent mit
1}[1_r>£10 cp = C = supici, cy, ...} Es gilt

e Ve >03dn,Yn,m=ng: |a, —ay| <5 (da (a,).en Cauchy-Folge)
e Ve >03dn Yn>ng e, —cl <5 (da(cy)nen konvergent)

e Ve >0V¥nelNdk(n) >n:|c, — axml < § (nach Bemerkung 2.19 (d))

Fiir n > ny = max{ng, n1} gilt |a, — c| < la, — Akl + 1akm) — cal + e, — ¢l < €, d.h.
a, — C.

O
BEI1sPIELE 3.8.
Seip > 0unda, :=p" (n € N).
(@) Falls p < 1, gilta, — 0 (n — o0), denn: sei p = ﬁ mit r > 0. Dann ist
a, = (ﬁ)n <=5 0(n - ). (nach Bernoulli)

(b) Fallsp =1, ist lima, = 1.

(c) Fallsp > 1, gilta, = oo,dh. VRe R3dny e NVn >np:a, > R.
Denn:seip =1+r,r>0.Danna, = (1 +7r)" > 1+ nr — oo. (nach Bernoulli)
Man sagt auch a,, divergiert bestimmt gegen co.
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Sarz 3.9.
Seien (a,)neN, (bn)nen konvergente Folgen mit a,, — a und b, — .
Dann gilt:

(a) a,+b, >a+xb

(b) a,-b, —>a-b

o falls b, # 0
(c) Seib # 0, undc, := {bn falls by #
0 , ansonsten.

Dannc, — §

Beweis:

(@) @@y £by) — (@£ b)| <lay —al + |by — bl.
(b) (b,), ist beschrankt nach Lemma 3.4, etwa |b,| < M.
la,b, —ab| = |(a, — a)b, + (b, —b)a| < |la, —a| - M+ |b, = b|-|a| - 0

(c) Ohne Einschriankung sei a, = 1 (allgemeiner Fall folgt mit (b)).
Fiir n > no (%) gilt [b] = [ba] < [b, — bl < &, d.h. 0 < [b] < 2/b,|.

<3,
. .. b, —b
Damit fiir n > ng : le, — §1 = I3 = §1 = 15571 < g - b, = bl — .

LeMmmMma 3.10.
Sei (a,)en eine Folge und (ay,, )ren eine Teilfolge, d.h. n, € Nmit ny < np < ... Dann gilt:

(a) Fallsa, — a (n — o), so auch a,, — a (k — o).

(b) Falls (a,), konvergent ist und a,, — a (k = o), dann auch a, — a (n — ).

BeweEis:

(a) folgt direkt aus der Definition der Konvergenz.
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(b) folgt aus (a) und der Eindeutigkeit des Grenzwertes, angewendet auf die
Teilfolge.

Sarz 3.11.
Seien (a,)nen C R und (by)nen C R beide konvergent mit a,, < by, fiir alle n € IN. Dann
gilt lim a, < lim b,,.

n—-oo n—-oo

Insbesondere folgt fiir (a,)nen C Rmitcy <a, <cp,a, > a(n— o0):c; <a<c.

BEwEIs:
Angenommen, a := lim a, > b = lim b,. Setze ¢ := % > 0.

n—>00 1n—>00

dny,ny e NVn>ny:la,—al <e, VYn>ny:|b,—bl < e Dh. fir n > max{n, np}:
b, <b+ e =a- ¢ <a, Widerspruch zur Annahme.
O

ACHTUNG:
Aus a, > b, folgtlima, > lim b,, aber nicht unbedingt lima, > limb,,.
z.B.a, := %, b, :=0.
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b. Reihen

n
Sei (a,),en eine Zahlenfolge. Dann heiflen s, := }. a; die n-te Partialsumme.
k=1

DerFiNITION 3.12.
Die Reihe } g, heifit konvergent, falls die Folge (s,,),en der Partialsummen kon-

vergent ist. In diesem Fall schreiben wir }_ a; := lim s,,.
k=1 n—0eo

BEMERKUNG
Fir (ax)ren C R gilt:
Y. ai ist genau dann konvergent, falls Ve > 0dng e NVn >m > np : | ), axl < ¢

k=m

(Cauchy-Kriterium fiir (a,),).

Sarz 3.13.
Falls )", ay konvergent ist, so folgt a, — 0 (n — o). Die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht! z.B. divergiert die harmonische Reihe ¥, 1.

BEwEIs:

(i) Fur alle € > 0 und n > ny(¢) gilt |a,| = [s, — sp—1] < €.
(ii) Divergenz der harmonischen Reihe:

Sei a; = 1 und 1y € N.

Wahle m := ng, n := 2ny. Dann gilt:

2710 2710
lsw—sal= X > Y 5= =np-5- = 3. Alsoist (s,), keine Cauchy-Folge, also
k=ng+1 k=ng+1 0 0

nicht konvergent.
Anschaulich:

1 + L +1 1+1+1+1+1+ >
—_—— 2 3 4 5 6 7 8

1 ~_—— — ) — (—

BeispieL 3.14 (geometrische Reihe).

Esgilt )., q" = ﬁ, falls |g| < 1. Fiir |g| > 1 divergiert die geometrische Reihe.
n=0

Fiir |g| < 1 gilt nach Satz 2.8: s, = 1;”51 - 1177 (n — o).

Fiir |g] > 1ist (§")nen keine Nullfolge.
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DEerFINITION 3.15 (absolut konvergent).
Eine Reihe }_ a; heifit absolut konvergent, falls )’ ;| konvergent ist.

Sarz 3.16.
Falls Y, a absolut konvergiert, dann ist ) ay konvergent.

BeEwEls:

n
|Sm - Snl = Z ax
k=m+1

< i laxl = 0 (n,m — o0) (Cauchy-Folge)

k=m+1

O

Sarz 3.17 (Majorantenkriterium).

Seien (a,)nen C R und la,| < b, mit ), b, konvergent. (In diesem Fall heif$t (b,), eine
n=1

konvergente Majorante von (a,),.) Dann konvergiert ), a, absolut.

B]%WEISI .
Y < X by—> 0ftirn,m — co. (Cauchy-Folge)
k=m+1 k=m+1

O

KOROLLAR 3.18.

(a) Quotienten-Kriterium: Falls
erN\v’nzk:an;&Oundlﬂg—:lISq<1,
so konvergiert )’ a, absolut.

(b) Wurzel-Kriterium: Falls
JkeINVn>k:Va,|<g<1,
so konvergiert )" a, absolut.

BeEweEls:

(a) Fur n € Ny gilt |a,44l < 9" - laxl, d.h. ). axs, hat die konvergente Majorante
n=0

o0
lax| - X 4"
n=0

(b) Fiir n > k folgt |a,| < 4", d.h. i a, hat die konvergente Majorante f q".
n=k n=k
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BEMERKUNG:
Bei der Konvergenz einer Folge oder Reihe macht die Anderung endlich vieler
Folgenglieder keinen Unterschied!

ACHTUNG:
Es reicht nicht, wenn || < 1!
1 1 sl — 1 s s 3 A+l
z.B. harmonische Reihe: Iﬁl = —=. Es gibt kein g < 1 mit Iﬁl <q.

BEMERKUNG 3.19.
Sei (a,)nen € R mit a, > O fiir alle n € IN. Dann konvergiert )" a4, genau dann,
wenn die Folge (s,).en der Partialsummen beschrankt ist.

Sarz 3.20 (Leibniz-Kriterium).
Sei (ay)nen € R mit a, > 0 monoton fallend mit lim a, = 0. Dann konvergiert die

alternierende Reihe Y, (—1)"a,,.

n=1
Mit diesem Satz folgt, dass
“1+3-1+31-...= ;1(_1)”% konvergiert.

Aber Y, 1 divergiert, d.h. ’(-1)" konvergiert nicht absolut.
n=1

BeEweEls:
Fiir m € N ist

Som+2 = Som + (—A2ms1 + A2m+2) < Som

<0

Som+3 = Som+1 + (Aoms2 — A2ns3) = Soms1

>0
Wegen s,,, > s; und s;,,41 < 55 sind beide Teilfolgen monoton und beschrankt, also
konvergent. (Bemerkung 3.19). Wegen sy+1 — Som = —fam+1 — 0 haben beide den
gleichen Grenzwert s, also
Ve >03dmye NVm >mg: |0, — S|+ 1S — Soms1| < €

Wegen Monotonie folgt |s, — s| < ¢ fiir alle n > ny(e) := 2my.

BEMERKUNG:
Wir haben sogar gesehen: es gilt |s, — s| < |a,.41], d.h. der Grenzwert liegt im Inter-
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vall [Sn - |an+1|/ Sp + |an+1|]-

Sarz 3.21 (Grofler Umordnungssatz).
Sei ) a, eine absolut konvergente Reihe mit Grenzwert s.
Dann konvergiert jede Umordnung von ) a, ebenfalls gegen s.

D.h.: Sei ¢ : N — IN. Dann konvergiert ), ayuy gegen s.
n=1

BeweEis:

m
Sei ¢ : IN — N bijektiv. Zu zeigen lim }] a,q) = s.
M= oy

Sei ¢ > 0. Da }’ |a,| konvergiert, existiert ny € N mit ), |ax| < 5.

k=n0
np—1 ) )
Damit|s— Y a| =X | < X Il < 5.
k=1 k=ng k=ny
Waéhle N € IN so grof3, dass {¢(1),...,@(N)} D {1,...,n9 -1}
- m no—1 np—1
Dann gilt fiir m >IN : |} ayp) — s| < Aoty = ) x|+ Zak—s <e.
k=1 k=1 k=1 k=1

NI

& o
<X lagl<$
k=0
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c. Exponentialreihe

DEFINITION UND Sarz 3.22.

[s¢]

Fiir jedes x € R ist die Exponentialreihe exp(x) := ¢* := Y, & absolut konvergent. Wir
n=0"

setzen e := exp(l) = ), % (Eulersche Zahl)
n=0 "

BEwEIs:

Es gibt (M)" = <1< 1firn>2ly

Damit folgt die absolute Konvergenz aus dem Quotienten-Kriterium.

Sarz 3.23 (Cauchy-Produkt von Reihen).

n
Seien ), a,, ), b, absolut konvergente Reihen. Fiir n € IN setze ¢, := ), ay_xbx. Dann

n=0 n=0 k=0
ist Y, c, absolut konvergent, und ), ¢, = (Z an) . (2 bn).
n=0 n=0 n=0 n=0
BeEwEIs:

Sei A := Zan,B = an,C ch, (i an)~(i bn).
k=0

k=0
Nach Satz 3 9 gilt C - AB(n - oo)
(i) Wir zeigen: l1m(C -C)=

EsistC;, = )} ab;,C, = Y, a;bj (denn C, = Z (Z A ) Y a;b;)
i,j€f0,...n} i,j€{0,...,.n},i+j<n k=0 \j=0 k=0 i+j=
Also:C,—C, = Y aibjmitM, :={(i,j)e Nj:i<n,j<n,i+j>n}
i,jeMy
Sei Py := (X la)- (X k) = X laibjl.
k=0 k=0 i,jel0,...n}

Nach Satz 3.9 konvergiert (P,)qen , d.-h. zu € > 0 existiert ng(e) € IN mit Vn >

nolP, — P,y < €. Aber P, =Py, = Y, laibjl(n > no) mit K,, := {(i, j) e Nj : i <, j <
(i,j)€Ky

n \{(i,j)e]Ng:iSno,ano}.

Firn > 2nyist M,, C K,,.

Damit gilt fiir n > 2ny:

IC, —Cul < X labjl < Y laibjl < e.

(i,))eMn (i,))eKn
(ii) Wir zeigen die absolute Konvergenz

Sei a), := |a,|, b, := |b,, ¢}, Z a’_b;. Nach Teil (i) ist Z c;, konvergent.

n
Aber |c,| = | X an-ibil < Z |2y - bkl = Zﬂn b = cne
k=0 k=0
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Somit ist ), ¢ eine konvergente Majorante zu ), ¢,, also ist )| ¢, absolut konver-

n=0 n=0 n=0

gent.
O

Sarz 3.24 (Funktionalgleichung der Exponentialreihe).

Fiir alle x, y € R ist exp(x + y) = exp(x) - exp(y).

BEwEIs: . .

Wende Satz 3.23 an auf exp(x) = ), ’;—T und exp(y) = 2. Z—?

n=0 n=0
1 n— k L n n— n
=Y Emh =5 L (O = L+ y)
k=0 k=0
Damit exp(x +y) = X, =(x + )" = ¥, ¢, = exp(x) exp(y).
n=0 n=0

O

KOROLLAR 3.25.

(a) Fiir alle x € R ist exp(x) > 0.

1
exp(x)*

(b) Fiir alle x € R ist exp(—x) =

(c) Fiirallen € Z ist exp(x) = " = (exp(1))".

BeweEis:

(@) FﬁerOistexp(x):1+x+§+...21>O.

Fiir x < 0 ist exp(x) exp(—x) = exp(0) = 1, d.h. exp(x) = exp%_x) >0

(b) siehe (a)

(c) Fiir n € N folgt dies direkt aus der Funktionalgleichung (formal: vollstan-
dige Induktion nach n). Fiir n < 0 verwende (b).



4. Einige niitzliche Prinzipien

a. Normierte Raume

Der Betrag in R oder in C sind Beispiele von Normen.

DeriNITION 4.1 (Vektorraum).
Sei K ein Korper. Dann heifst eine Menge V mit zwei Abbildungen + : VXV — V
(Addition), - : K X V — V (Skalarmultiplikation) ein K-Vektorraum, falls

(i) (V,+) ist abelsche Gruppe.

(ii)) Fuarallex,y e V,a,p € K:a(x+y) = ax+ay, (o +p)x = ax+fx, a(px) = (af)x,
1l-x=nux.

BEIPIELE

(@) R, C, R", C" (siehe Lineare Algebra)
(b) Die Menge aller Funktionen von Rnach C, mit (f+g)(x) := f(x)+g(x), (af)(x) :=
af(x).

DeriNITION 4.2 (NOTrm).
V sei K-Vektorraum mit K = R oder C.
Dann heifdt eine Abbildung || - || : V — [0, o0) eine Norm auf V, falls:

@ VxeV:|x|=0=x=0
(b) Yx € VVa € K: |lax|| = |a] - ||x]].

(c) (Dreiecksungleichung) Vx,y € V:||x + yl| < [Ix|| + [|yl|.

BEISPIELE 4.3.

(@) V=R oder V = C mit dem Betrag als Norm.

X1
(b) V = R"oder V = C" mit ||x|| := Vxi2+...+x,2, x =| : [ (euklidische
X,

Norm)
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(¢) V = R" oder V = C" mit der Maximumsnorm ||x|| := max |x;| (heifst auch

i=1,...,

[®-Norm), [lx]leo := ||x]].

DEerINITION 4.4 (offene Kugel).

Sei V normierter Vektorraum. Fiir xq € V,r > O heifst B(xo, 7) := {x € V : ||xo—x|| < 7}
die offene Kugel (Ball) um x, mit Radius r.

Im Beispiel 4.3 (c) ist B(0, 1) das offene Quadrat mit Kantenldnge 2 (n = 2).

DEerFINITION 4.5 (vollstindig, Banachraum).
Sei V ein normierter K-Vektorraum.

(a) Eine Folge (x,),en C V heifst Cauchy-Folge, falls Ve > 0 dng(e) € N Vn,m >
no(€) @ llx, — xull < e.
Analog definiert man Konvergenz.

(b) V heifst vollstindig, falls jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in V besitzt.
In diesem Fall heifst V ein Banachraum.
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b. Topologische Grundbegriffe

Im folgenden sei V ein normierter K-Vektorraum mit K = R oder K = C.

DEFINITION 4.6 (innerer Punkt, offene/abgeschlossene Mengen, Haufungspunkt,
Abschluss).

(@) Sei M c V. Dann heifist x € M ein innerer Punkt von M, falls 4¢ > 0 :
B(x, &) c M.

(b) M heifst offen, falls jedes x € M innerer Punkt ist.
M heifst abgeschlossen, falls V \ M offen ist.

(c) Sei M c V. Dann heifst xy € V ein Haufungspunkt von M, falls Ve > 0
dx e M\ {xo} : |lx — x|l < e.

(d) Der Abschluss M von M in V ist definiert als die Vereinigung von M und
der Menge {x € V : x ist Hiufungspunkt von M}.

BEMERKUNG (isolierter Punkt)

e 0ist Hiufungspunktvon {1, 1, 1,...} € R. Ein Haufungspunkt muss nicht in
M liegen.

e Esgilt: xg ist Haufungspunkt von M & 3(x,,)env € M\ {x0} : x,, — X (1 — 00).
Haufungspunkte sind also alle Grenzwerte von Folgen in M.

e Ein Punkt xy € M, der kein Haufungspunkt von M ist, heift isolierter Punkt
von M.

Sarz 4.7 (von Bolzano-Weierstrafs).
Jede unendliche beschriinkte Menge M C R besitzt (mindestens) einen Hiaufungspunkt.

BEWEIS:
Seien {xi,xy,...} verschiedene Punkte in M und ¢, := inf{x,, x,+1,...}. Dann gilt
(siehe Beweis von Satz 3.7) ¢, — ¢ := supicy, ¢, ...} (n = ©0), und c ist Haufungs-
punkt von M.

O
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DEerFINITION 4.8 (Limes Superior, Limes Inferior).
Sei (a,)nen C R eine Folge.

(a) Eine Zahla € R heifst Hiufungspunkt von (a,),en, falls fiir alle ¢ > 0 unend-
lich viele n € IN existieren mit |a,, — a| < €.

(b) Sei A die Menge aller Haufungspunkte von (a,),en. Dann heifien (falls sie
existieren)
limsupa, := lima, := lim sup{a,, 4,+1,...} =sup A

der Limes Superior von (a,),, und
liminfa, := lima, := lim inf{a,,a4,1,...} = InfA
n—oo

n—-oo n—oo

der Limes Inferior von (a,),.

BEMERKUNG 4.9.

(a) Falls sie existieren, sind limsupa, und liminfa, selbst wieder Haufungs-
punkte (grofiter bzw. kleinster Haufungspunkt).

(b) Falls (a,), beschréankt ist, existieren lim sup 4, und liminfa,.
Es gilt (a,), konvergiert < (a,,), besitzt nur einen Haufungspunkt < limsupa, =
liminfa,.

(c) Sei (a,), C R. Dann ist a € R genau dann Haufungspunkt, wenn eine Teil-
folge (ay, )ren existiert mit a,, — a (k — o).

BEeisprIELE 4.10.

(i) a, := n besitzt keinen Haufungspunkt, und damit existieren auch lim sup 4,
und liminf g, nicht.

(ii) a, := (-=1)" hat die Haufungspunkte {+1, -1}, und limsupa, = 1, liminfa, =
-1.
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c. Kompaktheit

Wieder sei V ein normierter K-Vektorraum mit K = R oder K = C.
Sei A eine beliebige Indexmenge und U := {U,} e, U, offen.

DEerINITION 4.11 (offene Uberdeckung, kompakt).

()

(b)

U = {U,} cr heifst eine offene Uberdeckung von M c V, falls Vx € M
HAEAZXE(L[A (@MC U (L{/\),ﬂ/\ offen.
AEA
M c V heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teil-
tiberdeckung enthilt. )
D.h. falls M ¢ |J U, eine offene Uberdeckung ist, existieren A1, A5,..., A, €
AEA

AmitMc Uy,
i=1

Sarz 4.12.
Sei M C R kompakt. Dann ist M beschriinkt und abgeschlossen.

BeweEis:

(a)

(b)

M c U (-n,n) (= R) = U B(0,n) ist eine offene Uberdeckung. Nach Vor-
neN neN
aussetzung ist M kompakt, d.h. es existiert eine endliche Teiltiberdeckung

K
Mc U (_nkl nk) = (_N/ N)/ N:= m’?X{nk}.

k=1
Also gilt x| < N fiir alle x € M, d.h. M ist beschrédnkt.

Zu zeigen: R \ M ist offen. Sei x € R \ M (# 0 nach (i)).

Zu jedem m € M definiere ¢, := ilx —m|. Dann ist M c |J B(m,¢,,) ei-

meM
ne offene Uberdeckung von M. Da M kompakt ist, existiert eine endliche

Teiltiberdeckung M C |J B(my, €,,). Sei € = min{ey,, ..., &y} > 0. Es gilt
k=1

B(x,e) "M = (), denn:

Angenommen, es existiert y € B(x, ¢) N M.

Wegen M C | B(my, &,,,) existiert ein k mit [y —my| < &,,,. Es gilt [y — x| < ¢ <
k=1

Eme AN 0 — 1| < o — Yl + |y — 1] < 264, = 2x — 1y, 4.

Somit ist R \ M offen, also M abgeschlossen.
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Sarz 4.13 (Intervallschachtelung).
Seien (a,)nen C R, (by)nen € R Folgen mit (a,), monoton wachsend, (b,), monoton
fallend, a, < b, (n € N) und b, —a, — 0 (n — o0). Dann existiert genau ein reelles

r € ([an, byl
n=1

BEWEIs:

Beide Folgen sind monoton und beschrénkt, also konvergent.
Wegen b, —a, — 0 (n — o) folgt lim a,, = lim b, :=r.

Sei ny € N. Wegen a,,, < a,, und b, < b,, (n > ny) folgt

ay, < lima, =r = limb, <b,,, d.h.r € [a,, by,]. Somitr € (" [a,, b,].

n—oo nelN
Sei v € ()|[a, b,]. Dann ist ¥ > a, fir alle n € N und damit v > lima, = r.
neN n—oo
Genauso ist 7’ < b,(n € N) und damit 7’ < lim b,, = r. Alsoist 7’ =r.
n—oo
O
Sarz 4.14.

Seien a < b,a,b € R. Dann ist das Intervall [a, b] C R kompakt.

BEWEIS:
Angenommen, [4,b] ist nicht kompakt. Dann existiert eine offene Uberdeckung

[a,0] ¢ U U, U, offen, die keine endliche Teiltiberdeckung enhalt. Setze [a1, b1 ] :=
AEA

[a, b]. Mindestens eines der beiden Teilintervalle [a, %] und [%b, b] besitzt eben-
falls keine endliche Teiliiberdeckung.
Setze [a,, b,] := {

[a,%2] , falls [a, 2] keine endliche Teiltiberdeckung besitzt,

[4L,b] , sonst

Betrachte [a,, 23%2] und [252,b,] usw. Wir erhalten [a;, b;] mit [a;.1, bii] € [a;,bi],
bi—a;, - 0 (i — o), und [a;,b;] besitzt keine endliche Teiliiberdeckung. Sei
{r} = M [ai, bi] (Satz 4.13). Dann existiert ein Ay mit r € U,,.

i€eN
Da U,, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit (r — ¢,7 + €) € U,,. Wegen a; < r < b; und
bi—a; — Oist[a;, bi]] C (r—¢,v+¢e) CU,, fiiri > i.
Damit hat [a;, b;] eine endliche Teiliiberdeckung (durch U,,) ;.

Sarz 4.15.
Sei V ein normierter Vektorraum, K C V kompakt und A C K abgeschlossen. Dann ist A
kompakt.



¢ Kompaktheit 37

BeweEis:

Sei A ¢ |J U, eine offene Uberdeckung.
AeA

Dannist K ¢ |J U, U (V \ A) eine offene Uberdeckung von K.
AEA
Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiltiberdeckung.

KclUU, u(V\A). Dannist A c |JU,, eine endliche Uberdeckung, d.h. A ist
i=1 i=1
kompakt.
O

KOROLLAR 4.16.
Fiir eine Menge M C R ist dquivalent:

(i) M ist kompakt

(ii) M ist beschrinkt und abgeschlossen

BEwEIs:

(ii) = (i):

Da M beschrankt ist, existieren a,b € R mit M C [a, b].

Nach Satz 4.13 ist [a, b] kompakt. Da M abgeschlossen ist, folgt die Kompaktheit
von M aus Satz 4.14.

(1) = (ii):
Satz 4.11

BEMERKUNG 4.17.
Sei V ein normierter Vektorraum, M C V. Dann sind dquivalent:

(i) M ist abgeschlossen.
(i) M = M.

(iii) Fiir jede Folge (x,)nen € M mitx, — xp € V (n — o0) gilt xo € M.

BEwEIs:

(i) = (ii): .

Angenommen, es existiert x € M \ M. Nach Definition des Haufungspunktes

Ve >0:B(xp,e) "M #0 *)
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Also ist x kein innerer Punkt von V' \ M. Also ist V' \ M nicht offen, Widerspruch
zu (i).

(i) = (1):
Angenommen, V \ M ist nicht offen. Dann existiert ein xp € V' \ M mit (*). Dann
ist xp ist Hiufungspunkt von M, d.h. xo € M = M, Widerspruch.

(i) & (ii)):
folgt wegen M = {xp € V|I(xy)nen C M : x, = Xo(1n — 0)}.

LEMmMma 4.18.
Sei K C R kompakt. Dann besitzt jede Folge (a,),en C K eine in K konvergente Teilfolge
(@ ke, d.h. es gibt ein ag € K mit a,, — ag (k — o).

BEWEIS:

Angenommen, A := {a, : n € N} C K hat keinen Haufungspunkt. Dann ist A = 4,

und Vn € N de, > 0: AN B(a,, ¢,) = {a,}.

Somit hat A € |J B(ay, €,) keine endliche Teiliiberdeckung. Widerspruch, da A
n=1

nach 4.14 kompakt ist.

Somit existiert ein Haufungspunkt gy von A, d.h. es existiert eine Teilfolge (a,, )ren

mit a, — ag(n — o).
O



5. Funktionen und Stetigkeit

a. Stetige Funktionen

DEeFINITION 5.1 ([streng). monoton wachsend/fallend]
Sei D Cc Rund f : D — R eine Funktion. Dann heifst f [streng] monoton wach-
send, falls

Vx,yeD:x<y= f(x) < f(y) [f(x) < f(y)].

Analog [streng] monoton fallend.

Sarz 5.2.
Sei ST C Rund f : S — T streng monoton wachsend. Dann ist f injektiv und
' f(S) — S ist streng monoton wachsend.

BEWEIs:
Sei f(x1) = f(x). Falls x; < x,, so folgt f(x1) < f(x2), 4; ebenso: falls x; > x,, so
folgt f(x1) > fx2), 4. Also x; = x,.
Somitist f~!: f(S) — S definiert. Sei y1, 2 € f(S), 1 < y2. Dannist f(y;) =: x; <
X3 := f7H(y,), denn: wire x; > x,, so wére y; = f(x1) > f(x2) = va, 4. Also ist f7!
ebenfalls streng monoton wachsend.

O

DEeFINITION 5.3.

(a) Seien S, T Mengen. Definiere ¥ (S; T) (= T°) als die Menge aller Abbildungen
von Snach T. Zu f, g € ¥(S; R) definiere

(f +8)x) := f(x) + g(x), (af)(x) := af (x).
Dann ist 7 (S; R) ein R-Vektorraum.

(b) B(S;T) :={f € F(S;T) : Je(f) > 0: Vx € St |f(x)| < c(f)} (wobei T C R).
B(S; T) ist der R-Vektorraum der beschriankten Funktionen.

DEerINITION 5.4 (Stetigkeit).

(@) Seien S, T CR, f : S — T eine Funktion.
Dann heifst f stetig in x, € S, falls
Ye>030>0VxeS|x—xol <6:[f(x)— f(xo)l <e&.
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(b) f heifdt stetig, falls f in jedem x, € S stetig ist.
C(S;T) :={f : S — TIf ist stetig} (,,continuous”)
C(S; T) ist wieder ein Vektorraum (siehe spater).

BEISPIELE 5.5.

(@) f(x) = xiststetig (wahle 6 = ¢).

(b) £:(0,1) = R, x — x? ist stetig:

wiihle 6 := £. Fiir |x — xo| < 6 gilt [f(x) — f(xo)| = [x* = x3| = |x — x| - |x + xo| <
———
<lxl+lxol
2lx — xp| < 26 = €.

1 ,x>0
© f9:=1, iio

f heifst Heavyside-Funktion. f ist an der Stelle xy = 0 nicht stetig.

f ist nicht stetig = d¢ > 0¥6 >0dx € S, [x — x| < 6 : |f(x) — f(x0) = €.
Wihle zB. ¢ = ; und x = —2. Dann ist f(x) = 0, f(x) = f(0) = 1, d.h.
|f(x) = f(xo)l > e

(d S=NNcRf:5S— R, n+ f(n)=:a, (Folge).
Dann ist f immer stetig, weil fiir alle 6 <1und xp € Sgilt: x € S, [x — xp| < 6
= X = Xp.

DEFINITION 5.6.

Seia € R ein Hiufungspunkt von S C Rund f : S - Roder f : S\ {a} — R eine
Funktion. Definiere:

b= %Ciirl}f(x) o (Y(x)wew € S\ {a}, x, > a: Hgof(xn) =b).

In diesem Fall heifst b der Limes von f an der Stelle a.

Beachte: f muss an der Stelle x = a nicht definiert sein!

Analog:

linksseitiger Grenzwert:

b= li;nf(x) o V(x)en C S\ {a},x, > a,x, <a: %i_r)gf(xn) =b).

rechtsseitiger Grenzwert:
b= li{nf(x) e V(X)uen € S\ {a},x, = a,x, >a: lim f(x,) = ).

LEmmA 5.7.
Sei S CR, f : S = R Funktion, xo € S. Dann ist f genau dann stetig an der Stelle x,

wenn }1_{{(1 f(x) = f(xo).
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BEwEis:
Falls xy kein Haufungspunkt von S ist, ist dies trivial.

(i) Sei xo Haufungspunkt von S und f stetig in xo. Sei (x,)uen C S\ {xo} mit
X, — Xo (n — 0), sei ¢ > 0. Da f stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit
x € S5x—=x| <06=|f(x) = f(xo)] < €. Da x, — xp, existiert ein ny € IN
mit |x, — xo| < 0 falls n > ny. Somit |f(x,) — f(xo)| < ¢ fiir n > ny.
Also gilt f(x,) = f(x0) (n — ).

(ii) Es gelte lim f(x) = f(xo).
X—X0
Angenommen, f ist nicht stetig an der Stelle x,, d.h.

Je>0V0>03x=x(0) €S :[x(0) —xol <OAf(x) = flx0)] > e.

Zu 6, = 1 wihle x, = x(5,). Dann |x, — xo| < %, d.h. |x, — x| = 0, und

nl

|f(xn) — f(x0)l = €, Widerspruch zu lim f(x) = f(xo). Also ist f stetig.
X—X0

Sarz 5.8.

(a) Sei S C R, f,g: S — Rstetigin xo € S. Dann sind f + g, f - g stetig in xo.
Insbesondere ist C(S; R) ein R-Vektorraum.
Falls g(xo) # 0, setze S’ := {x € S : g(x) # 0}. Dann ist é : S = Rin x stetig.

(b) Sei f:S—> R, g: T — Rmit f(S) CT. Sei f stetig in xy € S und g stetig in
f(x0) € T. Dannist go f : S — R stetig in x,.

BeweEis:

(a) Es gilt lim (f = g)(x) = lim f(x) + lim g(x) = f(xo) + g(xo),
d.h. f + g stetig in x.
Genauso fiir f - g, ﬁ.
(b) Sei (x,), € S\ {xo} mit x, — xo.
Da f stetig ist, gilt y, := f(x,) = f(x0) =: yo.
Da g stetig ist, folgt g(y.) — g(vo), d-h. (g o f)(xn) = (g © f)(x0).



42 5. Funktionen und Stetigkeit

Wir kennen bereits fiir Mengen Y C R die Begriffe sup Y, inf Y, max Y, min Y.

Beachte: M = maxY & (M = supY und M € Y). Fiir Funktionen f : S — R
verwendet man die Schreibweisen

sup f(x) := sup f(S) = sup{y € RIAx € S : f(x) = v}

xeS

M = masxf(x) © (M =sup f(x) und dxy € S : f(xp) = y)
xe x€S

Sarz 5.9.

Sei K C R kompakt (z.B. K = [a,b]), f : K — R stetig. Dann ist f beschriinkt.
Kurz: C(K;R) € B(K;R).

BEwEIs:
Angenommen, f ist nicht beschrankt. Dann existiert eine Folge (x,),en € K mit
|f(x,)| > n. Nach Lemma 4.16 existiert eine konvergente Teilfolge z; := x,, (k € IN).
Seizo := lim z € K. Es gilt|f(z1) —f(z0)| 2 |f(zd)|=If (z0)] > me—If (o)l 2 k=If(20)| = 1,
falls k > 1 + |f(z0)|. Also f(zx) = f(z0), Widerspruch zur Stetigkeit von f.

O

Sarz 5.10.
Sei K C R kompakt, f : K — R stetig. Dann ist der Wertebereich f(K) C R kompakt,
und mil? f(x), max f(x) existieren.

xe XE

Kurz: f nimmt sein Minimum und Maximum in K an.

BeweEis:

(i) Nach Satz 5.9 ist f beschrankt.

(ii) Zu zeigen: f(K) abgeschlossen.
Sei (Yn)nenw C f(K) mit y, — yo € R. Sei x,, € K mit y, = f(x,).
Wie oben existiert eine Teilfolge (zi)ren mit zx — zp € K (k — o).
Da f stetig ist, folgt f(zx) = f(z0). Also f( zx ) = Y, — Yo (k = o0). Also
——

xnk

Yo = f(z0). Also yp € f(K). Also ist f(K) abgeschlossen.

(i) + (ii): f(K) € R ist kompakt.

(iii) Da f(K) beschrankt ist, existiert s := sup f(x). Falls s ein isolierter Punkt
xeK
von f(K) ist, dann existiert ein x € K mit f(x) = s. Sonst existiert eine Folge
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(Yn)nen C f(K) mit y, — s.

Da f(K) abgeschlossen ist, gilt s = lim y, € f(K). In jedem Fall ist sup f(K) €
f(K), d.h. s = max f(K).

Analog min f(K) existiert.

Sarz 5.11 (Zwischenwertsatz).
Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < f(b).
Sei z € (f(a), f(b)). Dann existiert (mindestens) ein xq € (a,b) mit f(xo) = z.

BEwEIs:

O.E. sei z = 0. (sonst betrachte f(x) —z), d.h. f(a) <0, f(b) > 0.

Sei M := {x € [a,b] : f(x) < 0} = f1((—o0,0)). Wegen a € M ist M # 0. Wegen
M C [a, b] ist M beschréankt. Somit existiert x, := sup M € [a, b].

(a) Angenommen, f(xy) < 0. Da f stetig in xj ist, existiert ein 6 > 0 mit f(x) <0

fiir x € (xp — 6, xo + 6). Denn: wahle ¢ := @ in der Definition der Stetigkeit.

Dann: ¥|x — xo| < 8(¢) : [f(x) — fxo)l < & = L& doh. fx) < -L82 <
Da xy # b (wegen f(b) > 0), existiert ein x > xo mit f(x) < 0, d.h. x ist keine
obere Schranke von M, Widerspruch.

(b) Angenommen, f(xy) > 0. Wie oben existiert 6 > 0 mit f(x) > 0 fiir x €
[a,b] N {x : |x — x| < 6}. Dann existiert x € [a,b] mit f(x) > 0, x < xp. Also ist
X nicht die kleinste obere Schranke.

Aus (i) und (ii) folgt f(xo) = 0.

DEerFINITION 5.12 (gleichméfig stetig).

(a) Die Stetigkeit einer Funktion ist fiir manche Anwendungen zu schwach.
Betrachte f : (0,1) = R, x = 1. f ist stetig. Aber fiir x, = 1, y, = 5- gilt

|f(xn) = f(yn)l = n — o0, obwohl |x,, — y,| = 0 (n — o).
Dieses f ist nicht gleichméfSig stetig:

Eine Funktion f : S — R heifit gleichmifig stetig in S, falls Ve > 036 > 0
Vxp € SVx €S, |x — x| <0 :|f(x) = f(x0)l < &.
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(b) Seien (V1, || - |l1) und (V5,|| - |l.) normierte IKK-Vektorraume (mit IK = R oder
C),seiS Cc Vy, f: S — V; eine Funktion. Dann heifst f stetig in S, falls
Vxg e SVe>030>0VxeS,|lx —xolli <0 :|f(x) = f(xo)ll < &.
f heifit gleichmaéfig stetig in S, falls
Ye>03d6>0Vxge SVxeS,|lx—xolli <Ollf(x) = f(xo)ll2 < €.
Bei der gleichmifdigen Stetigkeit darf 6 = 6(¢) nicht von x; abhdngen.
z.B.:
f:(0,1) = R, x - x% | f(x) = f(xo)| = %% = x3| = |x = xo| - |x + x0| < 2[x — x| < €
falls |x — xo| < 6 := 5. Da 6 unabhingig von x ist, ist f gleichméfsig stetig.

Sarz 5.13.
Sei K C R kompakt und f : K — R stetig. Dann ist f gleichmif$ig stetig.

BEweEis:

Angenommen, f ist nicht gleichméaflig stetig. Dann
Fe>0V0>0A,yeKlx—yl<o:[f(x)— f(y)l = e.

Zu b, := * existieren x,,, y, € Kmit |x, — yu| < I, |f(xy — f(yn)l > e.

Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (x,),en mit x,, — xo € K (k — ©0).

Da |x, — yal < %, gilt ebenso y,, — x (k — o). Da f stetig ist, gilt f(x,,) — f(x0)
(k = o) und f(y,,) — f(x0) (k = o0), Widerspruch zu [f(x,,) — f(y.)l > €.

O
LEmma 5.14.
Sei f : [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig.
Dann ist f~': f([a,b]) = R (streng monoton wachsend und) stetig.
BeEwers:
Sei g : f(la,b]) = R,y > f~(y). Sei (yu)uew € £([a,b]) mit v, — yo € F(a, b]).
Angenommen, g(y,) =: x, - Xy = g(yo). Dann existiert ein ¢ > 0 und eine
Teilfolge (y,,,) mit |g(v,) — §(Wo)l > &. (1)

Da [a, b] kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge von (g(x,))ren, d.h. O.E.
8(Yn,) = z € [a,0] (k — ).
Wegen (1) gilt [z — g(yo)l > € (2).
Also yo = I}g?o Yn, = %1_{2 f(8(yn)) = f(z) (da f stetig), d.h. g(yo) = z, Widerspruch
zu (2).

O
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b. Funktionenfolgen

Sei S C R. Jetzt geht es um Folgen (f,).en von Funktionen f, : S — R,

DEeriNITION 5.15 (punktweise, gleichméflige Konvergenz).

(@) (fu)nen konvergiert punktweise gegen f : S — R, falls fiir jedes x € S gilt:

fa(x) = f(x) (n — o).
dh.Ve>0VxeSaAneINVm>n:|f,(x) - f(x) <¢

(b) (fu)nenw konvergiert gleichmaflig gegen f : S — R, wenn
Ve>0dne NVm>nVxeS:|fu(x)— f(x)| <e.

BEISPIELE 5.16.

(@ S=1[0,1], f, :==x".

0 ,x<1
fa — f punktweise, wobei f(x) := {1 x < :
;X =
Aber fiir x = 277 < 1 gilt |f,(x) - f(%)| = 1, d.h. f, konvergiert nicht gleich-

mafig.

(b) fu(x):= %,x € R. Dann gilt f, — 0 gleichméfig, denn:

|fu(x)| = x%lm <1 Zue>0wihlen e Nmit! <e.

Dann gilt fiir alle m > n und alle x € R: |f,,(x) — 0] = [fu(x)| < 1 <.

DerFINITION 5.17.
Sei S € R. Fiir f € B(S; R) (beschrankte Funktionen) sei

Il fllo == sup |f(x)I (Supremumsnorm)
Xx€S

BEMERKUNG 5.18.

(@) ||+ |l ist eine Norm auf B(S; R). (siehe Ubungsblatt 7)
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(b) Nach Definition gilt: f, — f gleichmidBig < [|f, — fllo — 0 (n — o).

Sarz 5.19.

Seien f,(x) : S — R stetig (n € IN), und (f.)nen konvergiere gleichmiiflig gegen
f S — R Dann ist f stetig. Falls alls f, gleichmiifSig stetig sind, dann ist auch f
gleichmiiflig stetig.

Beweis:

Seie > 0,x) € S.Da f, — f gleichmiflig, existiert n; € IN mit

Vn>n Vx €S :|fu(x) — f(x)| < §. Da f,, stetig ist, existiert 6 = 6(xp) mit

Y, |x = xol < 6 ¢ |fu, (%) = fu,(x0)l < 5. Dann gilt fiir [x — xo| < 6 : [f(x) — f(x0) <

[f Q) = fou, QO+ 1 fiy (X) = S, (0)] + [ fr, (0) = fixo)| < e.

<§(>e) <

o

<509

QI

Falls alls f, gleichméfiig stetig sind, kann 6 unabhingig von x, gewahlt werden,
und f ist gleichmaflig stetig.
O

Sarz 5.20.

(a) (B(S;R), || - llo) ist ein Banachraum (= vollstindig normierter R-Vektorraum).
(b) BC(S;R) := B(S;R) N C(S; R) ist mit || - || ein Banachraum.

(c) BUC(S;R) := {f : S — Rlbeschriinkt, gleichmiiflig stetig} ist mit || - || ein Ba-
nachraum.

(d) Sei K C R kompakt. Dann ist (C(K;R), || - ||) ein Banachraum.

BeweEls:

(a) siehe Ubungsblatt ??

(b) Nach (a) konvergiert jede Cauchy-Folge in BC(S;R) C B(S;R) gegen ein
f € B(S;R). Nach Satz 5.19 ist f stetig.

(c) ebenso mit Satz 5.19.

(d) C(K;IR) = BUC(K; R) nach Satz 5.9 und Satz 5.13.
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Achtung:
Fir S ¢ Rist C(S; R) im Allgemeinen kein Banachraum (mit || - ||0).
Es ist sogar || fll im Allgemeinen nicht definiert! (z.B. S = R, f(x) = x)

Statt Zahlenreihen konnen wir jetzt auch Funktionenreihen betrachten: )| f,, f, :

n=1
S—> R
Alle Begriffe tibertragen sich, z.B. Konvergenz einer Reihe = Konvergenz der Par-

tialsummen (Z fk) , gleichméfiige/punktweise Konvergenz usw.
k=1 neN

LemMmA 5.21. -
Seien f, : S — R stetig, beschrinkt und ¢, > 0 mit || fy|l < ¢4, Y. cu konvergent. Dann

n=1

konvergiert f fn gleichmiifSig gegen eine stetige Funktion. f : S — R.
n=1

BeweEis:

n n
Fir m < nist [ls, = sulle = | Z fillo < X fille < Y o — 0flir n,m — oo.
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Dabei ist s, := Z fr. Also ist (sy)nen € BC(S;R) eine Cauchy-Folge und damit

(nach Satz 5.20) konvergent gegen ein f € BC(S; R).
O



6. Beispiele von Funktionen

a. Exponentialfunktion und Logarithmus

Die Exponentialreihe exp(x) := Y, £ wurde schon in Abschnitt 3.3 untersucht.
n=0

Das wird jetzt vertieft.

exp(x + y) = exp(x) - exp(y) (x, y € R)
(]R/ +) - ((0/ Oo)/ )

LeMmMA 6.1.

(a) Fiiralle x € R gilt exp(x) > 1 + x, fiir alle x < 1 gilt exp(x) < ﬁ
(b) FiiralleO <h <1, x € Rgilt (1+ h)exp(x) < exp(x + h) < 75 exp(x).
(c) Die Exponentialfunktion ist stetig, d.h. exp € C(R,R).

(d) exp : R — (0, 00) ist streng monoton wachsend und bijektiv.

Beweis:

n!

(@) Fir x > O ist exp(x) — (1 + x) = Z’;—TZO.Fur—1<x<OistZﬁeine
n=2 n=0

alternierende Reihe mit moni)ton fallenden Gliedern. Daher

>0 >0
Firx < -listexp(x) >0>1+x.

Fiir x < Listexp(-x) > 1 — x>0, d.h. exp(x) < L.
(b) Nach Satz 3.24 ist (1 + h) exp(x) < exp(h) exp(x) = exp(x + h) < exp(x)ﬁ.

(c) Seix € Rund (x,)en € Rmitx, — x (n — ). Sei h, := x, — x. Dann ist (fiir

n > ng) h, <1 und exp(x,) = exp(x + h,) € [(1 + h,) exp(x), _t exp(x)].
- . 1-h,
——

-1

-1

Somit exp(x,) — exp(x) (n — o), d.h. exp ist stetig.

(d) Fir h > 0ist exp(x + h) = exp(x) exp(h) > exp(x). Nach Satz 5.2 ist exp injek-
tiv.
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Es giltexp(x) > 1+x — oo fiir x — +00, exp(—x) = 5 — 0 fiir x — +oo.

Nach dem Zwischenwertsatz 5.12 ist exp : R — (0, o) bijektiv.

DEFINITION 6.2 (natiirlicher Logarithmus).

(a) Die Abbildung exp : R — (0, o) ist streng monoton wachsend und stetig,
besitzt also eine streng monoton wachsende und stetige Umkehrabbildung
In: (0,00) = R.

In heif$t natiirlicher Logarithmus oder Logarithmus der Basis e.

(b) Fiir a > 0 und x € R definiere a* := exp(x - In(a)) mit Umkehrfunktion
ar ,fallsa >0

0 ,fallsa=0.
(das ist die Umkehrfunktion zu a +— a", [0, c0) — [0, c0).

log,(y) := % Fiira > 0,1 € N, definiere {/a :=

LEMMA 6.3.

(a) Fiir x,y > 0 gilt In(xy) = In(x) + In(y).
(b) Fiir x > 0, o € R gilt In(x*) = a In(x).

(c) Fiira,b >0, x,y € R gilt (a*)Y = a*¥, a*b* = (ab)", (%)x =g

BEWwEIs:
Das folgt alles direkt aus der Definition und der Funktionalgleichung der exp-
Funktion.

O

LEMMA 6.4.

(a) Fiirk € Nist & — oo (x — o).

(b) Fiir k € N ist lim xke™ = 0.

X—00

(c) Es gilt In(x) = 400 (x = 00), In(x) = —oo (x \, 0).

(d) Fiir alle a > 0 gilt lim 2% = 0,

. =
X—00 X

(e) Esgilt Afn — 1 (n — ).
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D.h., die e-Funktion wichst schneller als jede Potenz von x,
und die In-Funktion wichst langsamer als jede Potenz von x.

Bewers:
k+1
(@) exp(x) = 2 n, - > (,fﬂ), und damit ek > (kfl)! — 00, X — 00,
-1
(b) xFe™ =|—% — 0, x — oo.
X

——

—00

(c) klar,daIn : (0, o) — R monoton, bijektiv.

(d) Sei (x,)nen € Rmitx, — oo (n — ). Setze y, := a In(x,) = oo (n — o).
——

>0

Dann ist lim 262 = hm - - exp(—=Yyn) = 0 (nach (b), da y,, — o0).

n—oco n

(e) Afn=ni =exp (@) — exp(0) = 1.

LemmMma 6.5 (Restgliedabschitzung).
Fiir |x| <1+ 7 gilt
L k n+1
exp(x) — 1;0 Tl < 2(|;f|+1)!'
BEWEIS:
- N I |x| _ b I 2
linke Seite = Z J]i— < Z (n+1'[1 n+2+m+...]
k=n+1 k=n+1

[x+! e |x> [x[® _ gt ERY
< (n+1)'[1 + n+2 (n+2)2 + (n+2)3 +. = n+)! ; <n+2)
I 1 [x[+ || 1
= oD I <2 oy falls o35 <5

KOROLLAR 6.6.
Esgilt lim < =1.

x—0x20 *
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BEwEIs:
Lemma65mitn=1:]e"-1-x| <
Damit | — 1| < |x| - 0 fiir x — 0.

2 _
> =

|x|? fiir x| < 3.

51
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b. Die Exponentialfunktion im Komplexen

Seiz = x + iy € C. Wie in R definiere ¢* := exp(z) := fl—",
n=0""

In allen Abschédtzungen in Teil a. (bis auf Lemma 6.1) ist nur der Absolutbetrag

eingegangen.

Damit gelten alle Aussagen auch in C:

SATz 6.7.

[o0]

(a) Fiir alle z € C ist die Reihe exp(z) = Y, % absolut konvergent.
n=0 "

(b) Es gilt die Funktionalgleichung exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(zz) (z1,z2 € C).

|Z|n+1

(c) Fiirlz| <1+ % gilt )

exp(z) — i f(—]: <2
0

(d) exp : C — Cist stetig.

(e) exp(z) = exp(z) (z € C).

BEwEIs:
(a) - (c) werden wortlich wie im reellen Fall bewiesen.

(d) Die Stetigkeit folgt aus (c), da [exp(z + h) — exp(z)| < |exp(z)| - |exp(h) — 1| <
lexp(z)| -2 |h| — 0, || — 0.

¢ By Ty
(e) 207 =) &= 20%. Wihle nun N — .
n= n=

n=0

BEMERKUNGEN 6.8.

(a) Die Stetigkeit in C ist ein Spezialfall der Stetigkeit in normierten Raumen.
Insbesondere gilt f : C — C ist stetig, wenn (z,,)uen C C, 2, = 2o (1 — 00) =
f(zn) = f(z0). (Folgenstetigkeit)

Dabei z, — zp : © |z, — zo| = 0 (n — ). Beachte |z| := +/(Re(2))? + (Im(2))>.
Damit |z, — zg| = 0 (n — o0) & Re(z,) — Re(zp), Im(z,) — Im(zy) (n — o0).
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(b) Cistvollstandig (d.h. jede Cauchy-Folge ist konvergent). Denn:
|z, — 2l < € = (|Re(z,) — Re(zy,)| < € und |Im(z,) — Im(z,,)| < €).
Somit sind x,, := Re(z,) und y, := Im(z,) Cauchy-Folgen in IR. Da R vollstidn-
dig ist, existiert xp € R, yo € R mit x, — xo, ¥, — Yo.
Nach (a) heifst das z, — x¢ + iyp =: zp € C.

DeFINITION 6.9 (Sinus, Cosinus, Eulersche Formel).
Fiir x € R heif3t cos(x) := Re(e”) der Cosinus von x, und sin(x) := Im(e) der Sinus
von X.

Damit gilt die Eulersche Formel:

e™ = cos(x) + isin(x)

BEMERKUNG 6.10. . _

Firx e Rgilt[e*? =™ e =¥ -eX =¢* - ™ =¢ = 1.

Also liegt ¢ auf dem Einheitskreis.

x ist also ein Mag fiir den Winkel oder die Lénge des Bogens zwischen 1 und e™.
Spater sehen wir, dass der Einheitskreis die Liange 27 besitzt, und dass 27t der
Winkel einer vollen Umdrehung ist. Man spricht von x auch vom Winkel im
Bogenmafs.

BEMERKUNG 6.11.
Direkt aus der Definition erhalten wir cos(x) = 1(e™ + ¢™), sin(x) = L(e™ — e™).
Damit cos(—x) = cos(x), sin(—x) = — sin(x), cos?(x) + sin’(x) = 1.

Sarz 6.12 (Additionstheorem).

Fiir alle x,y € R gilt

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).

Fiir alle x,y € R gilt
sin(x) — sin(y) = 2 cos Z¥) sin X;)

2 2
cos(x) — cos(y) = —2 Sin(x;_y Sin(xT)

Beweis:
Es gilt /9 = ¢ . ¢V, d .
cos(x + y) + isin(x + y) = (cos(x) + isin(x)) - (cos(y) + i sin(y)).
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Ausmultiplizieren und Vergleich von Real- und Imaginarteil liefert die ersten bei-
den Gleichungen.

+ - .
Setze u := 5%, v:= S . Dannistu+v=x,u—v=y.

Es ist sin(x) — sin(y) = sin(u + v) — sin(u — v) = [sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v)] —
[sin(u) cos(—v) + cos(u) sin(—v)] = 2 cos(u) sin(v) = 2 cos (“Ty) sin (ﬁ—y)
—— ———
=cos(v) =—sin(v)

Analog cos(x) — cos(y).

Sarz 6.13.
Fiir alle x € R gilt

2k 2 4 6
cos(x) = Z(—lkﬁzl—%+%—%+...
. a 2k+1 3 5
sin(v) = (-1 g =x—5+5 -

k=0
Beide Reihen konvergieren absolut.

BeweEis:
1 ,fallsn =4m mitm € N,

,fallsn = 4m + 1 mit m € Ny
-1 ,fallsn =4m+2mitm € INj
-1 fallsn =4m+ 3 mitm € N,

| . - . 0 x2k s x2k+1 ]
ex = EO (n—? = Py o= [Z(_l)k@J + [Z(_l)k(Zk + 1)'] !

k=0 k=0

Es gilt i" =

=cos(x) =sin(x)
Die absolute Konvergenz folgt aus der absoluten Konvergenz der Exponential-
reihe.

O

DEFINITION UND SaTz 6.14.
Die Funktion cos hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle. Diese wird mit 5 bezeichnet.

BeweEis:

(i) cos(0) =1 wegene® =1.

N 22 24 26 28
(ii) cos(2) < 0 wegen cos(2) = ((1 iy + I) - (a - 5) —...<0.

>0

|
Wl
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ceey s .. . 2 5 22 ..
(iii) sm(zc()) Z]O tiir alle x € (0,2] wegen sin(x) = x(1 - 3;) + (1 - 25) +... > 0 fur
x € (0,2].

(iv) cosistim Intervall [0, 2] streng monoton fallend, denn: fiir 0 < x < x’ < 2 ist
cos(x’) — cos(x) = =2 sin(%"') . sin("’z—"‘) <0.

(v) Nach (i) und (ii) ist cos(0) > 0 und cos(2) < 0. Da exp-Funktion stetig ist,

ist auch Re(¢™) = cos(x) stetig, besitzt also nach dem Zwischenwertsatz eine
Nullstelle. Da cos streng monoton fallend ist, ist die Nullstelle eindeutig.

BEMERKUNG 6.15.
Durch numerische Verfahren kann man 7 und damit = berechnen.

Esist m =3,14159265...

LeMMA 6.16.

(a) Es gilt folgende Wertetabelle:

X 0 7 = %n 2m
sinx) |0 1 0 -1 0
cos(x) {1 0 -1 O 1

e |1 i -1 -i 1

(b) Fiir alle x € R gilt:
sin(x + 27) = sin(x), cos(x + 27) = cos(x),
sin(x + 1) = —sin(x), cos(x + 17) = — cos(x),
cos(x) = sin(5 — x), sin(x) = cos(3 — x), sin(§) = cos(}) = %

BEWEIS:

Es ist sin® (%) =1 — cos? (g) =1-0 = 1. Nach Beweis von Satz 6.14 ist sin 5 > 0,
d.h.sin(Z) = 1. Also ist ¢'? = i, und damit "2 = i" (n € INy). Damit erhalten wir
die letzte Zeile der Wertetabelle, also auch die zweite und dritte Zeile als Real-

und Imaginarteil.
Teil (b) folgt aus (a) und den Additionsthoeremen.

Damit gilt:
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1+e™=0

KoOROLLAR 6.17.

Fiir x € R gilt:

sin() =0 JkeZ:x=k-mcos=0eIkeZ:x=k-n+%e"=1edkecZ:
x=2k-m.

BeweEis:

Es gilt cos(x) > 0 fiir x € [0, F) und damit wegen cos(x) = cos(—x): cos(x) > 0
fir x € (=7, 7). Wegen sin(x) = cos(7 — x) folgt sin(x) > 0 fiir x € (0, 77). Wegen
sin(x + 1) = — sin(x) folgt sin(x) < 0 fiir x € (7, 2m). Also hat sin nur die Nullstellen
km mit k € Z. Die zweite Aussage folgt mit sin(x) = cos(5 — x). Aus sin(3) =

Lt —el) = (" ~1). Alsoe* = 1 & sin(}) =0 & x =2k -,k € Z.

DEeriNITION 6.18 (Tangens, Cotangens).
Fir x € R\ {5 + k-7 : k € Z} heifit tan(x) := ELICIR T Tangens-Funktion, fiir

cos(x)

x € R\ {k-m: k€ Z) heifdt cot := C?S((;C; die Cotangens-Funktion.

DEFINITION UND SATZ 6.19 (Arcus-Cosinus, Arcus-Sinus, Arcus-Tangens).

(a) cos: [0, ] — R ist streng monoton fallend mit Wertebereich [-1,1].
Die Umbkehrfunktion arccos : [-1,1] — [0, ] heifit Arcus-Cosinus.

(b) sin: [—5, 2] — [-1, 1] ist streng monoton steigend und bijektiv. Die Umkehrfunk-

tion arcsin : [-1,1] — [~7, 5] heifit Arcus-Sinus.

(c) tan : (=75, %) — Rist streng monoton steigend und bijektiv. Die Umkehrfunktion

arctan : R — (=%, ) heifit Arcus-Tangens.

BeEweETls:

(a) cosiststreng monoton fallend in [0, 7], also wegen cos(x) = — cos(rt —x) auch
in [0, 7t]. Also ist cos bijektiv auf [cos(m), cos(0)] = [-1, 1].

(b) folgt aus (a) wegen sin(x) = cos(5 — x).

(c) Fiirx € [0, §)isttan = &2 streng monoton steigend. Wegen cos(x) \, 0,x /7
folgt tan(x) — +00, X /' . Damit (tan(—x) = —tan(x)) folgt tan(x) — oo
x N\ 5. Alsotan: (-5 —) — R bijektiv.

272
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Sarz 6.20 (Polarkoordinaten).
Jedes z € C liisst sich darstellen als z = re'? mit r = |z| € R} und ¢ € R; fiir z # 0 ist ¢
eindeutig bis auf Vielfache von 2mt (d.h. ¢ € [0,27) eindeutig).

BEwEIs:
Seiz =0, dann z = 0 - €, @ beliebig.

Seiz #0,dannz := Ii_l =x+iy,x,y€R
= 1= =x*+ 1>
= [z] =1 = Ja := arccos(x) € [0, ].

Dann sin(a) = £4/1 — cos?(a) = £+ V1 — x2 = +y

Setze a ,falls sin(a) =y
ze @ =
¢ -a , falls sin(a) = -y

= ¢ = cos(p) +isin(p) =x+iy =z
= z = |z]e'®

Sei nun ¢ € R mit |z]e" = |z|e'V

= P9 =1

©e-Y=2knkeZ (Korollar 6.17)
O

BEZEICHNUNG:
r = |z|: , Betrag z”
@ = arg(z) : ,Argument von z“

Damit lasst sich die Multiplikation in C einfacher darstellen:
Z1 - 2p = (r1e?1) (re9?) = Tlrzei((P1+(f)2),

KoRroLLAR 6.21 (n-te Einheitswurzel).
Sei n € IN. Dann hat die Gleichung z" = 1 genau n komplexe Losungen (,, Wurzeln™)

nimlich z = & mit & = e, k=0,...,n—1.

BeweEis:

Seiz'=1=Z"=]zI"=1=r"@z=ré?)=r=1
. n .

und z"" = (e“P) =" =1



58 6. Beispiele von Funktionen

= np =k2n, k € Z, also ¢ = %Z.
Wegen @ €[0,2n) : k=0,...,n—1.

Dies sind auch alles Losungen:
2o \" _ idkn
(e " ) =9 =1

DEerFINITION 6.22 (Hyperbolische Funktion).
cosh(x) := cosh x := % >0

sinh(x) := sinh x := % >0 (# 0 fiir x # 0)

sinh(x)
cosh(x)

tanh(x) :=

coth(x) = S8, (x # 0)




7. Differentiation (Ableitung)

a. Differenzierbare Funktion

DEeFINITION 7.1.
Seil Cc ReinIntervall, x €, f: I — R.
Dann heifit f in x differenzierbar, falls

[y L)
f'(x) lim ===

existiert. Falls nun f in allen x € I differenzierbar ist, dann heifst f differenzierbar
(in I).

f'(x) heifit Ableitung von f in x.

BEISPIELE 7.2.

(@) f(x):=x",neNN.
flx+h)— f(x) = z (Dhix"T = et 16 - z (DT — ne!, b= 0

also: f'(x) = nx"" 1

(b) f(x) :=exp(x)
exp(x+h)—exp(x) _ exp(x) eXp(h) 1 N exp(x) .1 = f(x), h—0 (nach 6.6)

also: jhf’ (x) = f(x)
(©) f(x):=Ix

= 1lim 70— =
1N\0
A lim
h0

= Alim
h—0

Fhof®) _ gy
flt+h)—f(x)

h
BEMERKUNG 7.3.

e links- und rechtsseitige Differenzierbarkeit analog zur ,Stetigkeit”.

o L(x):=f(x) = Lf(x).
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BEMERKUNG 7.4.

Es gilt:
fle iy = e+ £ e (LD 2LE )
T ~—
fle+ 1) = £ + 8o+ 1) W

Dann ist f in x genau dann differenzierbar, wenn (1) gilt mit }71rr01 r(x,h) = 0. Dann

f(x) = g(v).

Aus (1):
flx+h) = f(x)+ fi(x,h) - h (2)

dann st f in x genau dann differenzierbar, wenn (2) gilt und fi(x, k) in h = 0 stetig
ist. Dann f’'(x) = fi1(x,0).

Seien E,F normierte Rdume, D C E offen. Dann heifst f : D C E - Finx € D
differenzierbar, falls g(x) : E — F linear und stetig existiert und

fl+h) = f(x) + g()h +r(x,h) mit lim Irelle = 0
=:g(x)(h)

DEFINITION 7.5.
Sei f : I — R differenzierbar, und f’ € C(I;R), d.h. f’ ist stetig in I.
Dann gilt f € CY(I; R) (,,stetig differenzierbar”)

Sarz 7.6.
Sei f : I — R differenzierbar in x € I, dann ist f stetig in x.

BeEweis:
lim(fx+h)—f x))
= Jjm [0/ limh = f/(x)-0=0.

h—0
O
Sarz 7.7. f und g seien differenzierbar in I. Dann gilt:
(@) (f+8) =f+g, (afy =af firacR
@) (f-8)=f-8+f-& (Produktregel)

(c) (é)’ = —g—;ﬁir alle x € I mit g(x) # 0
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(d) (Jf;)/ = g.f’g_zf.g, fiir alle x € I mit g(x) # 0 (Quotientenregel)
BeweEis:

(a) folgt direkt aus den Rechenregeln fiir den Limes.

e +h) - +h) —
(b) LSO g glx })l g(x) o) flx 2 f()
~————
— f(x),( da f stetig)h—0 g/ (9150 P 0

h— 0= - f)g @) +g0)f ).

(1 1)\ _ 1 (gw-ghh)
(c) folgtaus j (g<x+h> g(x)) = g(x+h>g(x>( h )

@ (@ = (r2) () -2

BEISPIELE 7.8.

sin % ,x#0
o ) 220
f ist an der Stelle 0 nicht stetig. Fur h, := % ist f(h,) = sin(nm) = 0 und
k, = ﬁ ist f(k,) = sin((2n + 3)m) = 1.
Also ist f nicht differenzierbar an der Stelle 0.

(b) g(x) := x - f(x) ist stetig an der Stelle 0, aber nicht differenzierbar in 0, denn:
M = f(h) konvergiert nicht fiir h — 0.

(c) h(x) := x* - f(x) ist differenzierbar an der Stelle 0, aber nicht stetig diffe-
renzierbar. Es ist #'(0) = 0 und fiir x # 0 ist I'(x) = 2xf(x) + ¥*f'(x) =

. (Tt L
2x sm(—) —TT COS (—)
X X

———— ———
—0,x—0 nicht stetig

(d) Eine tiberall stetige, aber nirgends differenzierbare Funktion:
sei g(x) = x| fiir |x| < % und g(x +1) = g(x), x € R (periodische Fortsetzung);
g heifit Sdgezahnfunktion.
g ist an den Stellen £ mit k € Z nicht differenzierbar.
Sei gj(x) = 277 - g(2/x) tiir j € IN.
Dann ist g; stetig und an den Stellen 2]%, k € Z, nicht differenzierbar.
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cop S8 +1 ,fallsj<n-1
Furx=§,y=k+1lstw:{ j

E g 0 fallsj>n
Setze f(x) := Y, gj(x). Wegen 0 < g; < 277! ist die Reihe absolut konvergent.
j=0

Nach dem Majorantenkriterium (Lemma 5.21) ist f stetig.
f ist nirgends differenzierbar: sei a € IR. Wihle Folgen (x,)nen, (Vn)nen

mit x, = %, Y, = knz—:l, X, < a <y, Dann ist —f(y;):i(x”) =Y —gf(yy"):ff(x”) -
n n ]:O n n
=l &i(Yn) — j(Xn)
i\Yn i\Xn
Y =:z,.
j=0 Yn —Xn
~——— ———
ef{+1,-1}

Die Zahl z, € Z ist gerade, falls n gerade ist, und ungerade, falls n ungerade.
Damit ist (z,).en nicht konvergent fiir n — oco. Wire f differenzierbar an

fon-fe) _ f-f@rf@-fe) _ o SO = f@) oy,

der Stelle a, so wire

Yn—Xn Yn—Xn Yn—Xn yn —a Yn—Xn
—_—
—f'(@)

a) — X —a+a—Xx
f(@) — f(xa) S P lim " )

a— Xy n—oo n— Xn
~— ——

—f'(@) =1

Somit ist (z,),en konvergent gegen f'(a) — 4.

Sarz 7.9 (Kettenregel).
Seien f in a differenzierbar und g in b := f(a) differenzierbar. Dann ist g o f an der Stelle

a differenzierbar und es gilt (g o f)'(a) = §'(f(a)) - f'(a).

BEwEIs:

Nach Bemerkung 7.4 ist

f0) = f@) + i) - (x )

g(y) = gb) + &1(y)(y — b)

mit f; stetig an der Stelle a, g stetig an der Stelle b und %{12} filx) = f'(a), 1;31} g1(y) =

8'(b).

Damit g o f(x) = g(b) + 81(f(x)) - (f(x) = b)

=8(f@) + &ai(f(@ + A)x —a)-( Al)  (x-a)
——

stetig an der Stelle x=a stetig an der Stelle x=a
Damit ist g o f differenzierbar an der Stelle 2, und
(g0 Y@ = lim &i(f(@) + i =) - i) = g (F@)f @.
~————

—0
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b. Der Mittelwertsatz und seine Folgerungen

Sei f : I — R eine Funktion. Ein Punkt x € I ein lokales Maximum, falls 3c > 0
Vh,|h| < c: f(x+ h) < f(x). Analog lokales Minimum.
Ein Extremum ist ein Minimum oder Maximum.

Sarz 7.10.
f : I > R sei in einer Umgebung U des Punktes x differenzierbar? und besitze an der
Stelle x ein lokales Extremum. Dann ist f'(x) = 0.

9 d.h. fistin (x — ¢, x + ¢) definiert und differenzierbar fiir ein & > 0

BEweErs:
Sei h > 0 und o.E. x ein lokales Minimum. Dann ist w > 0 (falls h klein)
damit f'(x) > 0. Bbenso L2219 < ¢ und damit f(x) < 0. Also f'(x) = 0.

O

BEACHTE:
Aus f’(x) = 0 folgt nicht, dass f ein Extremum an der Stelle x besitzt. z.B. f(x) = x°
an der Stelle 0.

Sarz 7.11 (Satz von Rolle).
Sei f € C([a, b]; R) differenzierbar in (a, b) und f(a) = f(b).
Dann existiert ein xo € (a, b) mit f'(xy) = 0.

BEWEIS:
O.E.sei f(a) = f(b) = 0. Sei M := max f(x) > 0.

x€la,b]
Falls M > 0, existiert ein x( € (a,b) mit f(xy) = M, und nach Satz 7.10 ist f"(x;) = 0.
Falls M = 0, betrachte m := min f(x). Falls m < 0, folgt wie oben die Behauptung.

x€[a,b]
Falls m = M =0, so ist f(x) = 0 fiir alle x € [4,b] und damit f* = 0.
O

Sarz 7.12 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung).
Sei f € C([a, b]; R) differenzierbar in (a, b).
Dann existiert ein xy € (a, b) mit %ﬂf@ = f'(xo).
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BeweEis:

Sei F(x) := f(x) — f(a) — (x —a) - % Dann ist F(a) = F(b) = 0. Nach dem Satz

von Rolle (7.11) existiert ein xy € (a, b) mit F'(xy) = 0, d.h. f'(xo) = f(b;%g(a)
O

BEMERKUNG 7.13.
Die folgenden Formulierungen sind dquivalent zum Mittelwertsatz:

(i) xo € (@ b): f(b) = f(a)+ (b —a)- f'(xo).
(ii)) 360 € (0,1) : f(b) = f(a)+ (b —a)- f'(a+ 0O - (b—a)).

(iii) Yh,|h| <hgA0 € (0,1): f(x+h) = f(x)+h- f'(x+O-h).
(wobei x € [a,b], hy < min{|x — a], |x — bl})

LEmma 7.14.
Sei f € C([a,b]; R) in [a, b] differenzierbar mit f'(a) # f'(b).
Dann nimmt f' in (a, b) jeden Wert zwischen f'(a) und f'(b) an.

BEACHTE:
f" muss nicht notwendigerweise stetig sein!

BeweEis:
O.E. sei f'(a) > c > f'(b). Setze g(x) := f(x) — cx. Dann ist ¢’(a) > 0 > g'(b). g ist
stetig und nimmt sein Maximum und Minimum an. Es gilt g(a) < m[azﬁ g(x), denn

sonst ist g(a + h) < g(a) fiir h > 0, d.h. g’(a) < 0.
Analog g(b) < rn[az<] g(x). Somit existiert ein lokales (hier sogar globales) Maximum
x€la,

von g an einer Stelle x; € (a,b). Nach Satz 7.10 ist g’(x1) = 0, d.h. f'(x1) =c.
O

KOROLLAR 7.15.

(a) Seil C Rein Intervall und f : I — R differenzierbar in I.
Dann gilt f' =0 & f = const.

(b) Sei f : I — Rdifferenzierbar in I.
Dann gilt: f wiichst monoton & Vx € : f'(x) > 0.

Beweis:
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(@) , <" :istKlar.
,=" :Seien x,xy € I, x < xo, d.h. [x,x] C I. Nach dem Mittelwertsatz gilt
Jz € (x,x0) : f(x) = f(x0) + f'(2) (x — x0) = f(x0)-
——
=0

(b) , =" : Fiir h > 0 gilt L2705 0 Also f7(x) > 0.
,=" Furh >0gilt f(x+h) = f(x)+ h -f(x+0-h) > f(x) mit einem
N e
>0 >0

0 € (0,1).

DerINITION 7.16 (mehrfach differenzierbar).

Eine Funktion f : I — R heifst zweimal differenzierbar an der Stelle x € I, falls
die Ableitung f” existiert und an der Stelle x differenzierbar ist.

Man schreibt f”(x) := (f')'(x).

Genauso: k-mal differenzierbar mit k € IN.

Schreibweise: f®(x).

Definiere C*(I; R) := {f : [ — R|f ist in [ k-mal stetig differenzierbar}.

Sarz 7.17 (Taylorreihe bis zum linearen Term).
Sei f € CY([a,b];R) in (a,b) zweimal differenzierbar. Zu x € [a,b] und h > 0 mit
[x,x + h] C [a, b] existiert ein O € (0, 1) mit

fc+hy=f@)+h- ) +5. f(x+0-h)

BEwEIs:

Definiere mit einer Konstanten m € IR: ,

Fz)=f(x+h) - fx+z)—(h=-2)f'(x+2)—m- @

Dann ist F(0) = f(x +h) — f(x) = h- f'(x) —m - ' und F(h) = 0.

Wihle m so, dass F(0) = 0.

Nach dem Satz von Rolle (7.11) existiert ein zy € (0, k) mit F’'(z) = 0.
Damit 0 = F'(z9) = —f'(x + z0) + f'(x + z0) — (h — z0) - f""(x + z0) + m - (h — zp)
= (h = zo) - [-f"(x + zo) + m].

Also ist m = f"(x + zp) und wegen F(0) = 0 folgt
fix+h)=f(x)+h-f'(x)+ %zf”(x + 2p). Schreibe zo = 6 - h, 0 € (0, 1).

KoOROLLAR 7.18.
Sei f : I — R zweimal stetig differenzierbar in xo € I mit f'(xo) = 0 und f”(xy) > 0.
Dann hat f an der Stelle x ein isoliertes lokales Minimum. (Analog fiir Maximum)
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BeweErs:
flxo+h) = flxo) + 5 - F"(xo + 6h) > f(xo) fiir h # 0, 1 Klein.
————
>0 fiir 1 klein, da f”(x0)>0,f" stetig
O
BEMERKUNG:

Diese Bedingung ist aber nicht notwendig fiir ein Extremum, z.B. f(x) = x*, x = 0.

Sarz 7.19 (Ableitung der Umkehrfunktion).
Sei f : I — R stetig differenzierbar in einer Umgebung von x, € I mit f'(x) # 0.
Dann existiert eine Umgebung V(yo) von yy = f(xo), in der die Umkehrabbildung

Vi) >Ry ( f |(L,(xo))_1 (y) existiert, wobei U(x,) eine Umgebung von x, ist.
Esist g € CY(V(yo); R) und ¢’ = 7oz 1 V(Yo).

BEwEIs:

O.E. sei f'(xp) > 0. Da f’ stetig ist, existiert eine Umgebung U (x;) und einc > 0
mit f'(x) > ¢ > 0 fiir x € U(xo).

Fiir x,x + h € U(xo), h > 0, gilt LT — (x4 9. 1) > ¢ > 0 mit einem 6 € (0, 1).

-1
Somit ist flyx,) streng monoton wachsend, also bijektiv, d.h. g := ( f |71(x0)) exi-

stiert. Nach Lemma 5.14 ist g stetig. Es gilt
1= (yot+h)—yo _

n
(fo9)(o+m)—(fo)(yo) _
- =
(fo)(yo+h)—(fo8)(yo) g(yo+h)—g(yo)
8(yo+h)—g(vo)

Fiir h — 0: L Ogg)ggig (g{;f)(y[)) f'(¢(yo)), da g stetig und damit g(yo + h) — g(vo)

dh.h:= (Yo +h) — g(yo) — 0.
Damit ist g differenzierbar an der Stelle xo und ¢’(yo) = [f'(g(y0))]™". Da f’ stetig
ist, ist auch ¢’ stetig.

O

Sarz 7.20. (Erweiterter Mittelwertsatz, Regel von L'Hospital)

(a) Erweiterter Mittelwertsatz:
Seien f, g € C([a, b]; R) in (a, b) differenzierbar und g(a) # g(b). Dann existiert ein
Xo € (a,b) mit
’ b)—f(a ’
f(0) = kg 8 (o).

(b) Regel von L’Hospital:
Seien f,g : I — R differenzierbar, sei a € I und f(a) = g(a) = 0. Dann gilt

lim gg; = hrn 1 g;, falls der rechte Limes existiert. Dabei ist I ein Intervall mit
X—a
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ael.

BeweEis:

(a) Wende den Satz von Rolle (7.11) an auf
F(x) = f(x) = f(a) - (3(x) - 8(@)) - L2
Es gilt F(a) = F(b) = 0.

e b )£ /( L
(b) Nach (a) ist fiir b > a : % = £ (b;_é (Z; = £ ég; mit einem x, € (a, b).

Nehme nun den Limes b — a (damit xy — a) und erhalte die Behauptung.

O

Mit L'Hospital folgt z.B.: lim )~ Jim W = 1, Dabei wurde das folgende Bei-

x—0 * x50 1
spiel verwendet.

BEIsPIELE 7.21 (Ableitung elementarer Funktionen).

(a) Fiirn € Z sei f(x) := x". Dann ist f’(x) = nx"".
Kurz: £(x") = nx"1.

Fiir n > 0 siehe 7.2 (a). Weiter (x™)" = £ (xin) = - -n-x" = (-n)x " fiir
n > 0.

(b) Es gilt sin’(x) = cos(x), cos’(x) = —sin(x)
Denn: Le™ = i = i(cos(x) + i sin(x)) = — sin(x) + i cos(x).

Und: %ei" = %(COS(X) + isin(x)) = cos’(x) + isin’(x).
Vergleiche Real- und Imaginarteil.

. ’ _ 1 ’ _ 4 (sin(x) |\ _ cos(x)-cos(x)—sin(x)-(—sin(x)) __
(c) Es gilt tan’(x) = 20 denn tan’(x) = - (Cos(x)) = 20 =
cos2(x)+sin?(x) 1
cos?(x) ~ cos?(x)
. / 1 . ’ _ 1 _ 1 1
(d) EsgiltIn'(x) = ;, denn: In’(x) = P In0) = opntd) = x- (7.19)
.. . s _ 1
(e) Fir |x| < 1 ist arcsin’(x) 1— Vel 1 1 1
. 1/ — — — —
Denn: arcsin (X) ~ sin’(arcsin(x)) ~  cos(arcsin(x)) | —sin®(arcsin(x)) V12’ (719)

1
1+x2°

(f) Fir o € Rist % (x*) = ax*L, (x > 0).
Denn x* = exp(a In(x)), d.h. d% (x*) = exp(aIn(x)) - a - % =a-x°

Analog arctan’(x) =

-1
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Sarz 7.22.
Sei (xn)nen C R eine Folge mit x, — x # 0, fiir n — oo.
Dann gilt im (1 + )" = e*.

Speziell: lim(1 + 1)" =e.

BeweEis:

nma+%)

ln(1+ )

x, o> In'(1)-x=x

Beachte: /1, := 2 — 0 und M — In’(1)
Beachte: ** # 0 und 1+ 2 >0 fur grof3es .
Damit (1 + x” ) = exp(n ln(l + ) — exp(x), fiir n — oco. (exp stetig)

O

DeriniTION 7.23 (konvexe, konkave Funktion).

Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifst konvex, falls Vx;,x; € I
YA€ (0,1): f(Axs + (1 = A)x2) S Af(xq) + (1 = A)f(x2).

f heifst konkav, falls —f konvex ist.

Sarz 7.24.

Sei f : I — R zweimal differenzierbar. Dann ist f genau dann konvex, falls f"'(x) > 0
fiir alle x € 1.

(Analog ist f genau dann konkav, falls f”(x) < O fiir alle x € I)

BeEweEls:

(i)

(i)

Sei f”” > 0. Dann ist f* monoton wachsend (7.15 (b)). Seien x1,x; € I, x1 < x,
0<A<1,x:=Ax;+ (1= A)xy € (x1,x2).

Nach dem Mittelwertsatz ist

PO = (&) < f1(&) = T2 mit & € (10, %), & € (x,%2).

X—X1

Wegen x —x; = (1 =A)(x2 —x1) und x, —x = A(xp — x9) folgt f(X) f(x1) < fxz) o)

d.h. f(x) < Af(x1) + (1 = A) f(x2).

Sei f konvex. Angenommen es existiert ein xo € I mit f”(xg) < 0.

Sei p(x) = f(x) — f'(x0) - (x — x¢) fr x € I. Dann ist ¢’(xg) = 0 und
¢ (x0) = f" (%) < 0.

Nach Korollar 7.18 besitzt ¢ an der Stelle x ein isoliertes lokales Maximum,
d.h. fiir 1 > 0 klein ist ¢(xy + h) < @(xo).

Damit f(x)) = (x)) > X +h) + ¢ — 1) = L(f(xo +h) + f(xo — 1)),

Widerspruch zur Konvexitit von f.
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BEMERKUNG 7.25.
Fine konvexe Funktion erfiillt

fltixi +taxg + ...+ tx,) < B f(x) + ..+ b f(x)
furallexy,...,x, €lundty,...,t, € [0,1] mit )  t; = 1.
i=1

Insbesondere gilt die Jensensche Ungleichung:

(2 < L(F(n) + ...+ f(x):



8. Integration von Regelfunktionen

a. Die Stammfunktion

Die Integration wird zundichst als Umkehrung der Differentiation betrachtet.

DEerFINITION 8.1 (Stammfunktion bzw. unbestimmtes Integral).
Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Dann heifit F : ] — R eine
Stammfunktion von f, wenn F differenzierbar ist und F’ = f gilt. Man schreibt

[f=[fx)dx:=F

f f heifit das unbestimmte Integral von f.

BEISPIELE 8.2.

f ‘ 1 ‘ x*(@#-1) | L (x#0) | e | cos(x) ‘ sin(x) Coslz(x) ‘ e ‘
f f ‘ X ‘ ’5:11 ‘ In |x] ‘ e~ ‘ sin(x) ‘ — cos(x) ‘ tan(x) ‘ arctan(x) ‘

LemMma 8.3 (Integrationsregeln).

(a) fcf:cffﬁircelR,f(f+g):ff+fg
(b) (Partielle Integration)

JF-9=fg-[(fg)
© [f-f =537 [F=lf
(d) [(fog)-g=FogmitF= [f

BEwEIs:
Das folgt alles aus den Regeln fiir die Ableitung.

b) (f-9) =fg+fg=fs=[rg+[fg
(d) Fog) =(Fog)-8=(f0g)-&

BEISPIELE 8.4.
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(@) fln(x)dx: fl-ln(x)dx:x-ln(x)—fx-%dx:xln(x)—

(b) f sin®(x) dx = f sin(x) - sin(x) dx = — cos(x) - sin(x) — f —cos(x) - cos(x)dx =
~—— ——
=f =g’
— cos(x) sin(x) + f (1 —sin®(x)) dx = — cos(x) sin(x) + x — f sin?(x) dx (cos(x) +
sin’(x) = 1)

Also: [ sin’(x) = 1(~ cos(x) sin(x) + x)

(c) fxexdx:xe"—fl -efdx = (x — 1)e"

(d) fxe"2 dx =1 [erdy = le¥ = Lev (y = x%, dy = 2xdx)
(e) f \C/Oﬂ (u = sin(x), du = cos(x) dx)

fﬁdu=2\/_=2 sin(x)

BEIsPIEL 8.5 (Partialbruchzerlegung).
Gesucht: f dx

x(x— 1)2

32— x(x—1)? -
(i) Division mit Rest: - 12)2 =1+= x(xf(lx)z L =1+ zf(x ’;)2 1+ 1L Ex;

(ii) Ansatz der Partialbruchzerlegung: sei x, eine einfache Nullstelle von g, d.h.
8(x) = (x xO) - 81(%)

Schreibe £ g(x) o t ?1((?) | - (x = xo)
FOXG0) () - ()
8x) ¢1(%)
=0 fiir x=x9
Somit ¢ = %1_{% % - x'—>x0 gf1 ((xx>) _ 5{1((:;(>0))

Hier: g(x) = x(x — 1)?, x9 := 0. f(xo) =2x5 —xg —2 = -2
¢1(x0) = (xo — 1)* = 1. Damit ¢ = -2.

2%-x-2 _ 2, 2x=1242x%-x=2 _ 2 | 4®-Bx _ 2 , 4x-5
- = 2T T e - it T Tx T oy
(iii) Doppelte Nullstellen: Ansatz - 1)2 =L+ o 1)2 | - (x —1)?

dx-5=ci(x—1)+c=c1x+ (c; — 1)
Koeffizientenvergleich: c; =4, c; —c; = =5
d.h. 1 = 4 C = -1.

_ 1

(x 1)2 1__+E_(x 1)
dx=x-2Inlx|+4In|x - 1]+

(iv) Insgesamt
Also: f

x(x 1)2
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Allgemeiner Ansatz der Partialbruchzerlegung: Seien f, ¢ Polynome mit deg(f) <

. . . fx) _ ¢
deg(g). ?e(l) xo eine k-fache Nullstelle von g. Schreibe 0 = Oow) (x—C—cho)2 + .+
Ck + 1(X

=F T am mit g1(xp) # 0. Beachte, dass die Nullstellen komplex sein kénnen.
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b. Treppenfunktionen und Regelfunktionen

Jetzt wird Integration als Messung einer Fliche verstanden.

DerINITION 8.6.

Sei I = (a,b) ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifst Treppenfunktion, wenn
es eine Zerlegung (Partition) von I der Forma = xp < x; < ... < x, = b gibt, so
dass flq, , ) konstant ist.

BEMERKUNG 8.7.

(a) Die Partition ist nicht eindeutig.
(b) Uber die Werte von f an den ,Sprungstellen” x; wird nichts ausgesagt.

(c) f ist genau dann Treppenfunktion, wenn es fi,..., f, € R gibt mit f(x) =
;lfl * X () fUr x € {xo, ..., X}

1 4 AI .
Dabei heifst fiir eine Menge A C R die Funktion ya(x) := {O * ; A die
7 x 4

charakteristische Funktion von A.
(d) Falls f, g Treppenfunktionen sind, so auch f + g, af mita € R, f - g.
(e) Durch die Norm [|f|le := sup |f(x)| wird die Menge aller Treppenfunktionen

xel
zu einem normierten Vektorraum. Wir schreiben T(I; R).

Es gilt T(I; R) C B(I; R) (Raum der beschrankten Funktionen (Banachraum);
siehe 5.3 und 5.19).

DEerINITION 8.8 (Regelfunktionen).
e (4|

Der Abschluss R(I;R) := T(I;R) = < B(I; R) des Raums aller Treppenfunktionen
beztiglich ||-||-Norm in B(I; R) heif$st der Raum der Regelfunktionen von I nach R.

DEeriNITION 8.9 (Integral von Treppenfunktionen).
Sei f : (a,b) — R eine Treppenfunktion mit f|y, , x) = fi € R. Dann heifst

b b "
ff = ff = ff(x) dx := ), fi-(x;—xi_1) das (bestimmte) Integral von f iiber (4, ).
I a a i=1

Setze fa f(x)dx =0
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DEFINITION UND Satz 8.10.

(a)

(b)

b
Sei I = (a,b). Die Abbildung T : TI;R) — R, f +— [ f(x)dx ist linear, d.h

b b b
f(af +Bg) =« ff +p fgﬁir alle f, g € T(R), a, B € R und beschriinkt, denn

es Qilt [T(f)I < (b= a) - [|flleo-
Damit ist T : T(I; R) — R stetig.

Es existiert genau eine lineare stetige Fortsetzung T:RIGR) - R
Fiir f € R(I;R) ist Tf folgendermaflen definiert: sei (f,)nen C T(I;R) eine Folge
von Treppenfunktionen mit ||f — fullo = 0 (n — o0). Dann gilt T(f) = lim T(f,) =

b
lim f fa(x) dx.

b
Fiir f € R(I;R) schreiben wir wieder T(f) =: ff(x) dx.

b
Es gilt | [ f(x)dx| < (b — a)llfllw fiir alle f € R(I; R).
BEwEIs:

(a) Die Linearitdt von T ist klar.

(b)

Fir f € R(; R) gilt

b
[ f(x)dx

;(xi = %i1) = [|flleo - (b — ).
Also ist T beschriankt und damit stetig (Ubungsaufgabe).

éﬂm—nﬂﬁéMWrmmémmvwh

x€(a,b)

Sei f € R(I; R) und (fu)nen € T(LR) mit ||, = fllo — 0 (1 — 00).

Dann gllt |Tfn - Tfml = |T(fn _fm)l < ”fn _fm”oo ’ (b —El) — 0 (n,m - OO)
Also ist (Tfu)rew C R eine Cauchy-Folge. Da R vollstindig ist, existiert
Tf:=1lmTf, €R.

Wohldefiniertheit von T f:

zu zeigen ist noch, dass der Grenzwert lim T f, nicht von der Wahl der Folge
(fu)nen abhéngt.

Sei also fn - f (1’1 - OO) und 8n — f (1’1 - OO)/ (fn)ne]N/ (gn)nelN - T(I/ ]R)
Dann gilt [|fu = gulleo < [l fi = flleo + 1l = gulleo = 0 (11 = 00).
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Damit |Tfn - Tgnl = |T(fn - gn)ls (b - a) : ”fn - gn”oo -0 (T’l - oo)-
Alsoist lim Tf, = lim Tg, (= Tf).

n—oo

Es gilt If(f)l = lim [Tf,| < (b—a)-lim ||fullo = (b —a) - [|fllo (da Norm stetig).

Damit ist T linear und beschrinkt, also stetig.
Die Wahl Tf := lim T, ist die einzige mogliche, weil T stetig sein soll.

n—-oo

Also existiert nur eine stetige lineare Fortsetzung von T.

BEMERKUNG:
In obigem Beweis wurde die iibliche Schreibweise bei linearen Abbildungen
Tf :=T(f) verwendet.

BeisrieL 8.11.
Seil =(0,1); f(x) = x. ‘
Fiir n € N wihle Treppenfunktionen fnl(ﬂ,q = % i=1,...,n).

Dann gilt ||f, = fllo — 0 (n — o).
Damit ist f € R(; R).

. n n —_ .
.1 niz,zl(i‘l): Ly i= LMD = ol Also st
i=

M=

n n?z 2

i=0

1
Es ist f fa(x)dx =
0 1

1 1
[ f@)dx = lim [ f,(x)dx = lim %51 = 1.
0 0

1
x2 11

Beachte: [xdx = Z|) = 1 - 0= 1. Das kommt spiter ...
0

1
2107 2

Die Frage ist nun, welche Funktionen Regelfunktionen sind.

Sarz 8.12.
Sei f : [a,b] = R beschrinkt und monoton. Dann ist f Regelfunktion (d.h. integrierbar
nach 8.10).

Beweis:
O.E. sei f monoton wachsend.
Sei ¢ > 0. Wahle Partition der Funktionswerte



76 8. Integration von Regelfunktionen

f@=yo <y <...<yn=f(b)

mit y; — yiq < €.

([ - 1. e _
Betrachte die Urbilder X; := f _1([%‘1’ Yi)) ﬁfr 1 L...,n-1
f ([yi’l—ll yn]) fur 1=n.

Dann ist [a,b] = U X; eine Partition (=disjunkte Vereinigung von Intervallen).

i=1
Definiere die Treppenfunktion t durch #(x) := y;_; fiir x € X,.
Dannist||f — |l < €. Da ¢ beliebig war, liegt f im Abschluss der Treppenfunktion
beztiglich || - ||, ist also Regelfunktion.
O

Sarz 8.13.
Sei f € R(I; R) und xy € I. Dann besitzt f an der Stelle x, einen links- und rechtsseitigen
Grenzwert li/m f(x) und li\m f(x). Analog am Rand von I.

X/ X0 X NX0

BeEwEIs:
Sei xg € [a,b) und x, y > xo. Sei (f,)nen € T(I; R) mit ||f, — fllo = 0 (n — o0). Dann
gilt [f(x) = fW) < 1f () = ful) +ful0) = L@+ | fuly) = fFW)I

N~————— N— ——
<% ftr n2ng <% ftr n2ng

Sei n > n fest. Dann gilt lir\n |f2(x) = fu(y)l = 0, da f, eine Treppenfunktion ist
X, Y X0

(beachte, dass f, an der Stelle x, springen kann).
Somit ist fiir jede Folge (x,,),en C I mit x, N\ xo (1 — o0) die Folge (f(x))nen C R
eine Cauchy-Folge. Also existiert der rechtsseitige Grenzwert li\rn f(x).

X NX0

O

Sarz 8.14.

Die Funktion f : I — IR besitze an jeder Stelle x, € [a, b] einen linksseitigen und einen
rechtsseitigen Grenzwert. (am Rand nur einseitig). Dann ist f € R(I;R). Somit gilt
R(I;R) = {f : I = R|f besitzt iiberall in [a, b] einen linksseitigen und einen
rechtsseitigen Grenzwert}.

Insbesondere ist C([a, b]; R) C R(I; R).

BEMERKUNG (Beweisidee):
Ich starte mit f, welches an jeder Stelle ¢ € [g, D] einseitige Grenzwerte besitzt.
Die Idee lautet, lokal zu jedem c die Treppenfunktion t so zu definieren, dass

lf —tlleo = sup|f(x) —t(x)| < e.
X
Dazu t(c) := f(c).
Links und rechts von ¢ dndert sich f nur wenig (weil die einseitigen Grenzwerte
existieren). Genauer gibt es Intervalle (c — §,¢) und (c,c + 6), in denen sich f nur
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um ¢ dndert. Definiert man |50 = f(z) mit z € (c — ,¢), so gilt [t(x) — f(x)| < ¢
fiirx € (c — 6,0).

Dass ich insgesamt mit endlich vielen Intervallen (also endlich vielen Punkten
c € [a,b]) auskomme, liefert die Kompaktheit.

Bewers:

Nach Voraussetzung gilt:

Ye > 0Vc € [a,b] A6(c) > 0 Vx,y,, |x —c| < 6(c), ly —c| < 6(c) und ((x, y > c) oder
(x,y <o):lf(x) - f(y)l <e. )

Da [4, b] kompakt ist, besitzt die offene Uberdeckung [4,b] ¢ U (c —6(c), ¢ + 6(c))

c€la,b]
k
eine endliche Teiltiberdeckung [a,b] C J(c; — i, ¢i + 0;).
i=1

Die Punkte{a, b, cq,c1—01,¢1+01, 2, C2—02,C2+05, ..., Ck, Ck—0Ok, Ck+6x} = {x0, X1, ..., X}
bilden der Grofde nach sortiert eine Partition des Intervalls [a, b] (streiche dabei
alle Punkte links von a oder rechts von b).

Definiere t € T(I;IR) durch (x) := fx) fljr X =X
f(Z]) 4 firx e (xj/ xj+1)/

wobeiz; € (xj, xj1) beliebig gewahlt wird. Nach Konstruktion folgtaus (*) sup |f(x)—
x€[a,b]
tx)| < e.

Da ¢ beliebig war, folgt, f € T(I;R) = R(I; R).
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c. Wichtige Sitze zur Integration

Sarz 8.15 (Rechenregeln fiir Integrale).
Fiir f,g € R(;R), a € Rund a < b gilt

b b

b b b b
[(F+9)=[f+]g [af=af, f20= [f=0

a a

b c c b b
[f+[f=]f ©-a inf f) ff<(b—a)supf A< (1A

x€(a,b)

BeEwers:
Alle Eigenschaften gelten fiir Treppenfunktionen und bleiben beim Grenzwert
erhalten.

O
Sarz 8.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung).
b
Sei f € C([a, b]; R). Dann existiert ein c € (a,b) mit ff(x) dx =(b—a)- f(c).
BEwEIs: ,
Fiir m := mlrb1f x) und M := maxf(x) gilt m < 7= [ f(x)dx < Mnach 8.15.
XE a

b
Nach dem Zwischenwertsatz (5.11) existiert ¢ € (4, b) mit f(c) = bi f f(x)dx.

’ O

Sarz 8.17.
Sei f € R(I;R) und F(x) : f f(t)dt (x € [a, ]).

(a) Fiir x,y € [a,b] gilt |[F(x) — F(y)| < |x = y| - |fll, d.h. F ist Lipschitz-stetig und
damit stetig.

(b) Fiir x € [a, b] existiert die rechts- und linksseitige Ableitung
’ (Y e iy FOE-F@) _ T
F, (x) := }11{% : flx+0): %1{1(}f(x + h).

BEMERKUNG:
Eine Funktion F : I — R heifst Lipschitz-stetig, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert
mitVx,y €l :|F(x) - F(y)| <c-|x -yl
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Das kleinste c, fiir das diese Ungleichung gilt, heifst Lipschitz-Konstante von F.

Sei a > 0. Eine Funktion F : I — R heifst Holder-stetig mit Holder-Exponent «,
falls ein ¢ > 0 existiert mit forallx,y € I : [F(x) — F(y)| < c - |x — y|*.

(d.h. Lipschitz entspricht Holder mit o = 1)

Betrachtet man lylir;} |F(x)—F(y)|, dann sieht man, dass jede Holder-stetige Funktion

stetig ist.

Beweis: (von Satz 8.17)

(a) O.E. y > x. Dann ist |[F(x) — F(y)| = < f IF®)] dt < |Iflleo - f 1dt =

X S——
<Nl flleo
”f”oo : (]/ - x)~
(b) Seih > 0.
x+h x+h
Dannist F(x +h) —F(x) = [ f(dtundh-f(x+0)= [ f(x+0) dt
X X N——

unabhéngig von ¢
x+h

Somit F(x + ) — F(x) = h- f(x + 0) = [ (f(H) - f(x +0))dk.

Da f(x + 0) der rechtsseitige Grenzwert ist, gilt
Ye>030>0Vte (x,x+0):[f(t)— f(x+0)| < e.
Firh > 6 giltalso |F(x + h) — F(x) —h- f(x+0)| < e-h,
damit (h ) F,(x) = f(x +0).

Analog fiirh /0

Sarz 8.18 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei f € C([a,b]; R) und F(x) := ff(t) dt. Dann ist F € C'([a,b]; R) und F’ = f.

Kurz:

= (f J{0) dt) = f(x), f € C(la, b))

BEwEIs:
Folgt sofort aus Satz 8.17, da fiir eine stetige Funktion f gilt:
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Vx ela,b]: f(x+0)= f(x-0) = f(x).

BEMERKUNG 8.19.
Zwei Stammfunktionen Fj, F, unterscheiden sich nur um eine Konstante (da

Fi—F,=f-f=0).Zuf € Cla,b;R) ist F(x) := [ f(t)dt die Stammfunkti-
on mit F(a) = 0. Fiir eine beliebige Stammfunktion G Lilst also G(x) = F(x) + G(a),

b
d.h. f £(t)dt = G(b) — G(a).

[
=F(b)

BEeisprIEL 8.20.

(a) Wir wissen bereits, dass man bei Funktionenfolgen (f,).en sehr auf die Kon-
vergenz achten muss (punktweise, gleichméfig). Dies gilt auch beim Inte-
gral: (Skizze siehe Aufschrieb).

1

Fiir die skizzierte Folge (f,)nen gilt f fa(t)dt =1 (n € N), aber f,(t) — 0 fur
0

alle t € [0,1] und damit lim [ f, =1+ 0= [ lim f,.

(b) Auch beim Differenzieren muss man aufpassen: sei f,(x) = % sin(nx). Dann
gilt f, — 0 gleichmafiig, aber f,(x) = cos(nx) -+ 0 (n — o).

Sarz 8.21.
Sei (fu)nen € R(GR), f € R(I;R) mit f, — f gleichmiifig.
b b

Dann gilt lim [ futyat = [ ft)dt.

BeweEis:

Klarwegenlffn—fﬂ:|f(fn—f)|Sf|fn—f|S(b—a)'an—f”oo-

Sarz 8.22.

Sei (fu)nen € C'([a,b]; R) und f : [a,b] - R mit f, - f (n — oo) punktweise. Sei
(fi)nen C C([a, b]; R) gleichmiifiig konvergent. Dann ist f differenzierbar, es gilt f, — f
gleichmiflig und f, — f’ gleichmiiflig.

D.h. (lim f,)" = lim f;.
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BEwEIs:
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (8.18) ist
fo@) = fula) + [ fictyat )
Daher sup [f,(x) = fu(¥)| < fu(@) = fu(@)] +b—a)-Ify = fulle = 0
x€la,b] —_— N’
—0, da (fu)n punktweise konvergiert —0
(n,m — o0).

Also ist (f,)nen Cauchy-Folge und damit gleichméfiig konvergent gegen f.
Sei g := lim f;. Nach Satz 8.21 ist f(x) = f(a) + f gt)dt  (nach (*); n — coin (¥))

n—-00

Also ist f differenzierbar, und f'(x) = g(x) = liril fr(x).

Sarz 8.23 (Parameterabhidngige Integrale, Teil 1: Stetigkeit).
Sei f :[a,b]lx[c,d] - R, (x,t) = f(x,t) gleichmifiig beziiglich x stetig in t, d.h.
Vit € [c,d] Ve > 036 >0Vt |t —tol <O Vx€ab]:|f(x,t)— f(x ty)l < e.

b
Dann ist F(t) := ff(x, t) dx stetig in [c, d].

BeweEis: ,
Folgt sofort aus |F(t) — F(ty)| < flf(x, t) = f(x, to)ldx < (b—a)- ¢ falls |t — ty| < 6.
’ O

Sarz 8.24 (Parameterabhédngige Integrale, Teil 2: Differentiation).
Sei f : [a,b] X [c,d] = R eine Funktion. Es existiere die partielle Ableitung

L, t) = lim LI fiiy jedes feste x € [a, b].

Es gelte

(i) (x> %(x, t)) € R((a, b); R) fiir alle festen t.
(i) % ist gleichmiif$ig beziiglich x stetig in t.

b b
Sei F(t) == [ f(x,t)dx. Dann ist F € C([c,d];R) und F'(t) = [ %(x, t)dx.

a

BeweEis: )
ren-rey _ ( J@E+R) = f(x, 1) B
% - f h dx =

Y (x,t+6-h) mit 6=6(x,t)€(0,1)
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! 5f ! of of ! 5f
[, pdx+ [ [t +0h) — = (0] dx — [ % (x, tydx (h — 0).

a

|.|<e fiir kleines h nach Voraussetzung (ii)

O

Sarz 8.25 (Vertauschen von Integralen; Satz von Fubini fiir stetige Funktionen).

b
Sei f : [a,b] X [c,d] — R stetig, und F(t) = ff(x, t) dx.

d d b b d
Dannist F stetig, alsoF € R((c,d); Ryund [ F(t)dt = [ [ f(x,t)ydxdt = [ [ f(x,t)dtdx.

BeEwers:

Da [a, b] X [c, d] kompakt ist, ist f gleichméfig stetig, d.h.

Ye>03d6>0 V(Xo, t()), (X, t), \/|X — X0|2 + |t - tolz <o: If(x, t) — f(X(), to)l < E.

Damit ist f in jeder Variablen gleichméfSiig beziiglich der anderen Variablen stetig:
Vi Ve > 0306 >0Vt |t —to]l <O Vx:|f(x,t) = f(x, t)l < €.

Yxo Ve > 030> 0Vx, |x —xo| <OVt |f(x, 1) — f(xo,t)l <.

Nach Satz 8.23 ist F stetig, also F € R((c, d); R).

Yy d d /
Sei [i(y) := [ [ f(x, ) dtdx, L(y) := [ f flx, t)dx dt

———
=8y,
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (8.18) gilt:
d
L) = [ fybyat )

Es ist gzy, -) € C([c, d]; R) fiir alle y, g(-, t) € C([a, b]; R) fiir alle t.
Somit existiert I(y). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(8.18) gilt 3-8(y, 1) = f(y, b).

d d
Nach Satz 8.24 ist I;(y) = [ S8y, bdt = [ fly, pydt 2)

Aus (1) und (2) folgt Il(y)C: L(y) + const.CWegen Li(a) = I(a) = 0 folgt I () = Lx(y)
fiir alle y € [a, b]. Fiir y = b folgt die Behauptung.
O

BEMERKUNG 8.26.

Im letzten Beweis haben wir die Kompaktheit von [4,b] X [c,d] € R? verwendet.
Das kann genauso wie in R (siehe Korollar 4.16) mit Hilfe der Intervallschach-
telung bewiesen werden, kommt aber spiter noch allgemeiner (siehe metrische
Raume).
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d. Uneigentliche Integrale

Bis jetzt war das Intervall (a b) beschrankt und der Integrant f € R(I; R) C B(I; R)
beschrankt. Aber z.B. x — —= ¢ R((0,1); R).

DEerINITION 8.27 (Uneigentliche Integrale).

(@) Seia<c<bund f:(a,b)\{c} » Rmit f € R((a,c —¢);R), f € R((c+ ¢,b); R)
fiir alle € > 0. Dann heiBt f (uneigentlich) Integrierbar tiber (a, b), falls

hm f f(t)dt und 11{n f f(t) dt beide existieren.

C+E

In diesem Fall setze f ft)dt = hm f f +h{n f f.

c+e

(b) Seil = (a;0) und f € R((a,b); R) fiir alle b > a.
o b
f heifst integrierbar tiber (a, o), falls f ft)dt = gim f f(t) dt existiert.

Analog fiir I = R:

) 0 b

[ fdt:= Lim [ f(r)dt + lim [ f(t)dt, falls beide Limiten existieren.
_so a——00 7 — 00 0

(c) Falls in (a) nicht beide Grenzwerte existieren, heifst

p.o. f f(t)dt —l1m[ [ fdt+ [ f(t)dt]

cte
(falls existent) der Cauchy’sche Hauptwert (p.v. = principal value) von

f f(t)dt.
00 N
Analog p.v. f ft)dt := I}fim f f(t)dt, falls existent.
et —>oo_N
BeisrieL 8.28.

(@) [ 1dtexistiert nicht, die Funktion t — 1 ist nicht in R((0,1);R) und nicht in

o0 N —s
R((1, 00); R). Aber p.v. f 1dt =0, denn ! Lap = - 15\111 Lat,

dhlglg}g]g(f dt+f dt]
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) b
(b) Fir s < 0 und t € R ist [exp((s + it)x)dx = lim f exp((s + it)x)dx =

li exp((s+it)x) |b _

0
sb ,ith 1
wan - b= im (5 = o7) = 5 (el = 1e” - o)

b0 0~ b—>0( s+it s+it
=1  s=it _ —s+t _ _=s +1 t
s+it  s—it ~ $2+#2 s2+£2 S2+2°

Verwende exp((s + it)x) = e**(cos(tx) + isin(tx)) und vergleiche Real- und
Imaginz’irteil

f e (cos(tx)) dx = =533, f e’*(sin(tx)) dx = 52+t2

BEMERKUNG 8.29 (Riemann-Integral).

Wir haben das Integral fiir Regelfunktionen definiert. Allgemeiner und besser
ist das Lebesque-Integral (irgendwann spédter mal ...). ,Dazwischen” liegt das
Rieman-Integral.

Dafiir betrachtet man Zerlegungen

Z:a= xo <x1; <...<x, =bvon (a,b) und Unter- und Obersummen:

I(”) = ( inf f(t)) i —x_1).
i=1

te [xz 1 xl

Ig) = Z ( sup f(t)] S (x; = x_1).

i=1\ te[x;_1,x;)
Dann heifst f Riemann-integrierbar, falls
b
sup{ : Z Zerlegung} = inf{Ig’) : Z Zerlegung} =: f f(t)dt.
Jede Regelfunktion ist Riemann-integrierbar (siehe Ubungsblatt 11), aber nicht

umgekehrt.
Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir das Riemann-Integral.



9. Funktionenreihen

a. Potenzreihen

Wir kommen noch einmal auf Reihen der Form f(x) = ). f.(x) zurtick.
n=1

Die unendliche Reihe ist definiert als Limes der Partialsummen fx) = ]}Iim sn(x),

N
sn(x) = §1 ().

WICHTIGE BEGRIFFE:
punktweise Konvergenz: Yx sy(x) = f(x) (N — o).
gleichmaflige Konvergenz: [|sy — fll = sup [sn(x) = f(x)] = 0 (N — o).

absolute Konvergenz: Vx : ). |f(x)| < co.
n=1
Majorantenkriterium: falls alle f, stetig und || f, |l < c, mit }. ¢, konvergent, dann

n=1

konvergiert i absolut und gleichmaflig gegen ein stetiges f. (Lemma 5.20)

n=1

Sarz 9.1.

(a) Seil = (a,b),a,b € R. Sei (fy)nen € R([;R), und f fn konvergiere gleichmiif$ig
n=1

[o¢]

b
[ fpat

n=1g,

b
gegen f. Dann ist f € R(I;R) und ff(t) dt =

(b) Sei (fu)uen < C'([a,b]; R), und f fn konvergiere punktweise gegen f, f fa
n=1 n=1
konvergiere gleichmiflig. Dann konvergiert ), f, gleichmifiig gegen f, es gilt
n=1

f eCY([a,b;R), und f’ = io: fon (gleichmiifSige Konvergenz).
n=1

BEWEISs:
Satz 8.21 und Satz 8.22, angewendet auf die Partialsummen.

Die wichtigste Klasse von Funktionenreihen sind Potenzreihen
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@) = }%:'ioan@—zO)".

Wir betrachten diese in C, d.h.a, € C, z,zy € C.
O.E. sei zg = 0 (sonst Verschiebung), d.h. f(z) = }_ a,z".
n=0

Wieder sei sy(z) := ), a,z". Setze B(a,7) :=={z€ C:|lz—a| <rfmitae C,r >0
n=0
(offene Kreisscheibe um a mit Radius 7 - vergleiche 4.4).

Sarz 9.2.
Falls sn(zo) — f(zo) fiir ein festes zy € C \ {0}, so gilt:

(i) Fiir alle z € C mit |z| < |zo| konvergiert ). a,z". Die Konvergenz ist absolut und
n=0

gleichmiiflig in allen B(0,r) mit r < |zo|.

(ii) f € C*(B(0, |zol); C), und die k-te Ableitung sg? konvergiert absolut und gleichmii-
Pig gegen f® in allen B(0, r) mit r < |zo.

b
(iii) Fiir alle [a,b] C (=Izol, lzol) € Rgilt [ f(x)dx = f a,x" dx.

n=0 g4

BEMERKUNG:
Sei Q c C offen. Dann ist C*((2; C) := {f : Q — C|f ist k-mal differenzierbar, f® :
Q — C stetig} und C*(2;C) := Ck(Q O).

kelN
BeweEis:

(i) Da Z a,zy konvergiert, gilt |a,z;| — 0 (n — o0).

n_

Damit ist |a,zj| < 1 fiir n > ny. Fiir diese 7 ist |a,2"| < ||ZZ||,4 < (Iz |) Wegen

0 := (lz I) <Tist Z 0" eine konvergente Majorante.
n=ng

N

(ii) st (z) = X anz"1.
N

n=1

1 ER
Es gilt |na,z" | < 2 ol ( )

zol

.01 und Z

Majorante (konvergent nach dem Quot1entenkr1ter1um)

20"~ ist eine konvergente

- |ZO| zol



a Potenzreihen 87

Nach Satz 9.1 (b) st} f; = f’, und f € C'(B(0,r); C). Dar < |z| beliebig war,

ist f € CY(B(0, |zol); C).
Iteration liefert f € C*(B(0, |zl); C), und die Behauptung (ii).

(iii) folgt aus der gleichmifiigen Konvergenz (i) und Satz 9.1 (a).

O
Sarz 9.3 (Abelsche Grenzwertsatz).
Falls f(z) = ). a,z" fiir ein festes zo € C \ {0} konvergiert, so gilt f(zo) = 11;111 f(rzo).
n=0 r
BEwEIs:
(i) Seizp =1und f(z9) =0.Setze t, := )}, ar(n > -1).
k=n+1
Dannistt_; = Zak—f(l) Ound t, —t,.1 = —a, (n € N).
Da } ax konvergent ist, gilt t, — 0 (n — o).
Daher ist (t,),en € C beschrankt, d. h dk>0:|t,| <k (n € IN).
Fir x € R, |x| < 1, konvergiert also Z t,x", und (1 — x) Z tx" =
n=0
Z tnx" — Z tnxn+l = Z (tn — th)X" = (t-1=0)
n=0 n=0 n=0
— Z a,x" = —f(x) (Konvergenz nach Satz 9.2)

Furx>0folgt|fx)|—(1—x)z |t,] - x™

Zu ¢ > 0wahle N € N mit ¢, < 5 fiirn > N. Setze 6 : = g
Dannglltfurxe[O 1] mit |x — 1|<6

If(x)l—(l—x)Z bl X H1-0) Y ] 2 <

\’—/n 0\,_/ N=N ~——
<5 <k <5
%,_/

NIm

k-N-5+%-(1-x)- Z S

\_____\/_____/

Somit [f(x) = f(1) | <&, d.h. lim f(x) = £(1).
N , x,/1
=0
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(ii) Fiir beliebiges zo € C C \{0} wende (i) an auf ﬁr) = i anzgy - 1" = f(z0) =
n=0

anZgy n>1,

f a,r" mita, :=
ap— f(zo) ,n=0.

n=0

Es gilt f(1) = 0.

BEMERKUNG 9.4.
Falls }_ a,z" fiir ein zy # 0 konvergiert, so existierta := lim sup V|a,|. Denn |a,z}| —

n—oo
0, n — oo, und daher ist (|a,z|).en € IN beschridnkt. Also ist Ianzgﬁ = IanI% - |0l
beschrankt und damit existiert lim sup IanI% = a.

n—00

DEeriNITION 9.5 (KOnvergenzradius).

o0
Der Konvergenzradius 7, der Potenzreihe )’ a,z" ist definiert als

n=

0 , falls limsup V|a,| nicht existiert,

n—oo

ri= % , falls a := lim sup /|a,| existiert und a # 0,
oo ,fallsa=0.
Sarz 9.6.

oo
Sei r der Konvergenzradius der Reihe ), a,z".
n=0

(a) Fiir |z| < r konvergiert ), a,z" absolut.
n=0

(b) Fiir |z| > r divergiert Y, a,z".
n=0

(c) Fiir |z| = r kann die Reihe konvergieren oder divergieren.

BeweEis:

(@) Sei0 < r < oo, und z € C mit |z] < 7.
Es ist V]a,z"] = Yla| - |zl < a-|z| = Llz| < 1 fiir groBes n.
Nach dem Wurzelkriterum ?? konvergiert die Reihe absolut.
Fiir r = co nehme die gleiche Rechnung, fiir r = 0 ist nichts zu zeigen.
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(o]
(b) Angenommen, }. a,z" konvergiert fiir ein zy mit |zo| > r. Dann konvergiert
n=0

Y. a,2" absolut in B(0, p) mit r < p < |zo| nach Satz 9.2.

n=0

Nach Definition des limsup (siehe 4.8) existiert eine Teilfolge (a;,),en VON
N

(@) nen mit % < Alal = a =1, dh. fiir z; mit p < |z1] < |zo] gilt EO la'nzt| >

Nlln N
Y EL>Y1=N+1—o00,N— .
n=0 p n=0

Also konvergiert ), a,z" nicht absolut fiir z = z; mit p < |z1] < |zo|, Wider-
n=0
spruch zu Satz 9.2.

(c) folgtaus den folgenden Beispielen.

BEISPIELE 9.7.

x =L falls |z| < 1
G trische Reihe. Es gilt ), z"{ 1= ’
(a) Geometrische Reihe. Es gi E‘Oz divergiert , falls |z| > 1

Der Konvergenzradius ist 1, und die Reihe divergiert an jedem Randpunkt.
(b) Fiir |z| < 1 gilt In(1 + z) = z(—1)f+1z7.".
j=1

Denn: % (]g‘l %) = ]§‘1 Zj_l — ]é)zj = 11TZ = % (— ln(l — Z))

Ander Stellez =0istIn(1-2z)=0= i 7“7’ Also
j=1

In(1-z2) = —227?fur|z| <1.
j=1

Ersetze z durch —z:

In(1 +2) = z(—1)f+1z7", Izl < 1
j=1

An der Stelle z = 1 haben wir ), % Diese Reihe konvergiert nach dem
j=1
Leibniz-Kriterium (siehe 3.20). Nach dem Abelschen Grenzwertsatz (9.3) gilt
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& 1 j+1
n2=1-1+1-1+ ;(>

BeacHTE, dass wir In(1 + z) bisher nur fiir z € R definiert haben. Obige
Gleichheit gilt also (vorerst) nur fiir z € R, |z| < 1. Mann kann aber den
komplexen Logarithmus In(1 + z), |z| < 1 durch diese Reihe definieren.
Spéter werden wir In(z) fiir z € C \ {z € R : z < 0} definieren.

Obige Gleichheit gilt dann fiirz € C, |z| < 1.

Die In-Reihe konvergiert fiir z = 1 und divergiert fiir z = —1 (harmonische
Reihe).

(c) Fir alle z € C konvergiert exp(z) = ). 'Z—", Also ist der Konvergenzradius
n=0

r = oo, und die Konvergenz ist gleichmafSig in allen B(0,7) = {z € C : |z| < 7}
mit 7 > 0.
Analog sin-, cos-Reihe.

Sarz 9.8 (Eindeutigkeitssatz).
Seien f(z) = Z a,z", §(z) = Y. b,z" fiir alle |z| < € konvergent, und es gebe eine Folge

n=0
(Zu)nen C szt zy = 0(n — oo)und f(z,) = g(z,) (n € N). Dann gilta, = b, (n € IN).

BEwEIs:
ap = f(0) = 111_{{)10 f(zn) = (f ist stetig in B(0, €))

lim g(zn) = g(O) =
Setze f1(z) := Z a,z"1, ¢1(2) = Z b,z"1. Dannist fi(z,) = (Z“) B = (Z”) LI = ¢1(zn)

fiir allen € ]N
Wie oben ist f1(0) = a; = by = g1(0).
Iteration liefert die Behauptung.
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b. Taylorreihen

Fiir zweimal differenzierbare f kennen wir schon die Darstellung

fix+h)=f(x)+hf'(x) + %f”(x + 0 - h) mit 0 € (0,1) (vergleiche Satz 7.17).

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten dieser Vorlesung.

Sarz 9.9 (Taylorsche Formel).
Sei f € C'([a,b];R) und f™ in (a,b) differenzierbar. Sei x € (a,b]. Dann gibt es ein
& € (a,x) mit

n .
f(])(ﬂ) . +f(n+1 (é)

(- ay

f() =

Taylorpolynom vom Grad n zu f an der Stelle a

BEWEIS:
(0)] x— n+1
Sei g(4) 1= £() = 2, Sx = y) - m- U
Dann ist g(x) = O Wahle m € R so, dass auch g(a) = 0 gilt. g ist in [, x] stetig, in
(a,x) differen21erbar und

gy = L5l -y +m-
( Beachte Produktregel beim Ablezten der Summe)
Nach dem Satz von Rolle (7.11) existiert ein & € (a,x) mit g'(&) =

Somit ist m = FD(E). Also ist 0 = g(a) = f(x) — Y. £ L0~ ayi - ”(‘9( — ),
j=0

(xy

(n+1)!
O

BEMERKUNG 9.10.
Eine andere dquivalente Formulierung lautet

FOD(x + 6 - h)
(n+1)!

=:R;(x,h) Restglied

fx+h) = z L0 + W+ mit @ = O(a, h,n) € (0,1)

Diese Darstellung heifst Lagrange-Darstellung des Restglieds.
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Sarz 9.11. (zweite Restglieddarstellung)
Sei f € C"”([a b]; R). Dann ist

fx) f’<“>< —ayi+ 1 f (xx = )" 0Dt dt.

]_

Beweis:

Es gilt f(x) = f(a) + f 1- f(t)dt = (partielle Integration; Stammfunktion zu 1 ist
t—x) '

f@) = (x=Hf B, + f (x = Bf"(t)dt =

fl@)+(x—a)f (@) - L f) f<“ FOb) dt =
f@)+@—a)f@+ 5L @)+ ..

(Stammfunktion zu “- t) ist —%)
Nach n Schritten erhalt man die Behauptung.

DeFINITION 9.12. -
Sei f € C*([a, b]; R). Dann heifit die Reihe }; %(x —a)" die Taylorreihe von f an
=0 :

der Stelle 4 [um den Entwicklungspunkt al.
Acutuna: Uber die Konvergenz dieser Reihe ist nichts gesagt.

BeispiEL 9.13.
1

2 s 0/

Sei f : R — R definiert durch f(x) := gXp( 2 X 0
,x=0.

Dann ist f € C*(IR; R) und fiir alle n € IN; ist f™(0) = 0. Die Taylorreihe zu f an
der Stelle 0 ist konstant 0 und hat Konvergenzradius co.
Aber f stimmt an keiner Stelle # 0 mit seiner Taylorreihe tiberein!

LEmMma 9.14.
Sei f : [a,b] = R, xy € (a,b), und es gelte fiir alle x € [a,b]: f(x) = Z a,(x — xo)".

Dann ist f in xo unendlich oft differenzierbar, und die Reihe ist die Taylorrezhe von f,d.h.

f(")(xo

An = n!

BEwEis:
Da die Reihe fiir alle x € [a,b] konvergiert, ist der Konvergenzradius der Reihe
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> 0. Somit ist f(xo) = do, f'(x0) = Y, 1, (X — X0)" ey, = a1.
n=1

f”(xO) = Z Tl(Tl - 1)61n(X - xo)n_zlx:xo =2-1-a; usw.
n=2

LeEmMma 9.15.

Sei f € C*([a, b]; R) mit

dc>0Vn e N Vx € [a,b]: [fM(x) <"

Dann konvergiert die Taylorreihe von f (zu jedem Entwicklungspunkt) gleichmdifig in
[a,b] gegen f.

BEWEIS: o
Wegen [R,,(x, h)| = ‘(’;Tf), FD @+ 0(x, hyn) - )| < Bt — 0, — oo,
gilt sup sup |R,(x,h)| — 0,n — co.
xe[a,b] hel0,ho]
O
BE1spPiELE 9.16.
() exp(x) = Y X, sin(x) = k;o(_l)k%’ cos(x) = Eo(_l)k(%! sind alles Tay-

lorreihen u_m 0. Hier haben wir gleichméfliige Konvergenz der Taylorreihe
gegen die Funktion in jedem Intervall [-N; N],N > 0.

(b) In(1 - x) =

tion (siehe

— Y. * Taylorreihe um 0, konvergiert fiir |x| < 1 gegen die Funk-
n=1
9.7).

Sarz 9.17 (arctan-Reihe).
Firx e R, |x| <1 ist

x2n+l
2n+1

o0
arctan(x) = x — %3 + 9;—5 — "—77 +...= ZO(—l)”
n=

Insbesondere ist £ =1 -1+ 1 -

BeweEis:

Fur |x| < 1 ist arctan(x) = f L dt = f g(—l)”‘fz’1 dt = (wegen gleichmafliger
0 o n=0
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Konvergenz in [0, |x])) f(—l)”ftzn dt =
n=0 0

b 0 21+ 1 b 2041
nZ:: (-1) §n+1|0 = Eo(_l) J2Cn+1'
Fiir x = +1 ist die Reihe konvergent nach dem Leibniz-Kriterium (3.20), somit
gleich arctan(+1) nach dem Abelschen Grenzwertsatz.

Wegen arctan(1) = 7 folgt die Darstellung von 7.

Sarz 9.18 (Binomialreihe).

n
Fitr e Ny und a € Risei ;) o= [ 25522 = S0t ey Binomialkoeizin.

n:

Dann gilt fiir |x| < 1:

1+x)*= ij‘o ()x"

BeweEis:

(i) Sei f(x) := (1 +x)* Dannist f"(0) =a-(@—1)-... (@ —n+1)(1 +x)*™"|
Dh. L (2!(0) = ({), also ist die obige Reihe die Taylorreihe um 0.

(ii) Fira ¢ N, x # 0 und a, := (})x" gilt

| _ |21
R P
——

-1

d.h. nach dem Qutientenkriterium konvergiert die Reihe absolut.

'-|x|—>|x|<1f1'jrn—>oo,

n!

(iii) Restgliedabschitzung fiir x € [0,1): nach Satz 9.11 gilt R,(x) = f (x —
0
O D) dt = (n+ 1) - (nil) f(x — (1 + 1 gt *)
0

Sei C := max{1, (a + x)a}. Dann gilt fiir 0 <t < x:
0<1A+p)*"1<(1+1*<C, dh

Ry < (n+1)-|(,2)] - C- [(x—tydt=C-
0

()] % = C gl = 0 fiir
n — oo (nach (ii)).
(iv) Restgliedabschatzung fiir x € (-1, 0):

Ix|

R, = (n+1)-](, 2] |[ (x+ )" (1= )= dt| (Substitution - —t in (iii))
0 T

(Ixl-ty*-(-1)"
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=n+1)-

Mo
Gl [(5E) - -pr <1t
0

Die Funktion t — 'i"%tt ist monoton fallend in [0, |x|], also < |x].

x|
Gt - Il f (L=t dt < Cr-(n+1)-|(,2)] Il =

0
~— ———

=C;
- |x" — 0 fiir n — oo (wie in (iii)).

Somit [R,(x)| < (n+1)-

Cilaf-

)
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c. Der Weierstrafs’'sche Approximationssatz

Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Es soll untersucht werden, ob sich jede
stetige Funktion f : [2,b] — R durch Polynome approximieren lasst.

DEerFINITION 9.19 (Bernstein-Polynom).
Zu f € C([0,1]; R) und n € N heifst
(Puf)() = X f (1) (D1 =0

das Bernstein-Polynom der Ordnung 7 zu f.

LeEmMma 9.20.
Fiir f € C([0,1]; R) gilt folgende Tabelle:
f)=1 | f)=x| fO)=x(x-1)
Puf(x) =1 | Pu(x) = x | Py(x) = (1 - $)x(1 — x)

BEWwEIs:
(@) F(0) = 1: P, f(x) = éo (A1 =2 = (r+ (1 - ) = 1.

() ) = x: P f() = X 51— = & st = 2 = % (-

x)"k=x- nz_:l (" - = x (e + (L-x) T =
k=0

(©) f(x) = x(1 = x): P,f(x) = é}@(;)xk(l —x)rk = 21 k(1 — xyk =
nl . x(1—x)- nil (n—2)! H1(1 — )1k =

i (k=1)!(n —k—1)!

_(n-2
“\k-1

=1 x(1 - x) niz (" Ak = xR = ly(1 - ).
k=0

LEMMaA 9.21. .
Fiirx €[0,1] gilt 0 < Y (x = £y2()x*(1 - x)"* < L.
k=0
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BeweEis: X

n " _ n k " .
La- Qe -xr=xa-2rx+r ¥ o (F(1-x =
k=0 k=0

—_kn-k) , k
- ,,,2 n

-2t < Byl -x)+x =2 -1 -Hx-2?)+x=ix(1-x) €[0,4£] da
x(1-x) € [0, 1] fiir x € [0, 1].
O

Sarz 9.22 (Weierstrafs’scher Approximationssatz).
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert eine Folge (f,)nen von Polynomen, die gleichmii-
fig gegen f konvergiert, d.h. es gilt m[a?f] If(x) = fu(x)] = O fiir n — oo.

x€[a,

BeweEis:

(i) Sei[a,b] =[0,1]. Setze f, := P, f (Bernstein-Polynome). Zu ¢ > 0 wéahle 6 > 0
mit Vx,y € [0,1], x =yl < 6 : |[f(x) = f(y)] < & (f ist gleichmafig stetig, da
[0, 1] kompakt).

Zu einem festen x € [0, 1] ist [f(x) — f,(¥)] < f If(x) - f (k) |- (DaF(1 - 2",
Definiere A, := {k € {0,...,n} : [x — £| <6}, B, :={0,...,n} \ A fiirn > 1.
Fiir k € By ist v — & > 5, dh & < (x ;)2 und damit |f(x) - O

FEOI+1f (5)1 <2 lIfllo < 252 - (x = £)?
Firk € A, ist|f(x) — f(%) | < ¢ nach Wahl von 6.

. n oo n—
Damit [f(x) — f,(x)| < & - Z (k)xk( + Al Z( ( ) k(1 — x)k <
keA, keB,

Si.,.: < ; ...Sﬁ (nach Lemma 9.21)
k=0 k=0
¢+ A1 1 < 2¢ falls n groB genug (lef”‘” -1 <e).
Damlt sup |f(x) = fu(x)| < 2¢ fuur hmrelchend grofles n. Somit || f — fullo — 0
x€[0,1]
(n — o0).

(ii) Fiir beliebigf Intervalle [a, b] betrachte RX) = f(a+x(b—-a)), x €[0,1] und
fa(x) := (P f)(x) (x € [0, 1]).
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Sei V ein K-Vektorraum (K = R oder C) und (., .) : V X V — K ein Skalarprodukt,
d.h.

(1) (arfitanfr, @) =ai{fi, @ +axlfo, @ (1,20 €K, f1, fr,8€ V),

i) (g, fy=(f.8) (fgeV),
(iii) (f, /) 20(feV),(f,/H=0e f=0.

BEMERKUNG:
Fiir K = C heifst (iii): (f, f) € [0,00) C R.

Falls (., .) ein Skalarprodukt ist, so ist || f|| := +/(f, f) eine Norm auf V.

BerspieL 10.1 (L,-Skalarprodukt).
Die Abbildung (.,.) : C([a, b]) x C([a,b]) = C
b

(f, 8§, = f f(x)g(x) dx ist ein Skalarprodukt.

b b
Dabei sind (i) und (ii) klar. Es ist (f, f) = [ f(x)f(x)dx = [|f(x)Pdx > 0.

b
Esgilt [[f(x)Pdx =0 f=0.

(Angerzommen, f # 0, d.h. es existiert ein x( € [a,b] mit f(xo) # 0. Da f stetig ist,
existiert ein € > 0 mit | f(x)| > 1|f(xo)l > 0 (x € [xo — &, X0 + €]).

Xo+é€ 2

I GIf@o)l) dx = 2¢ - 1|f(xo)? > 0, Widerspruch)

Xp—¢&

b
Damit ist [ [f(x)Pdx >

Definiere ||f|lr, := +/{f, f)r, Norm). Sei L,([a, b]) der Abschluss von C([a, b]) be-
ziiglich || - ll,, d-h. Lo([a,b]) == {f : [a,0] = ClA(fu)nen C C(la,b]) = |If = fulli, =

0,n — oo}.

Hier und in den folgenden 9 Semestern ist C([a, b]) := C([a, b]; C).

Sarz 10.2.
(a) Die Funktion e,(x) := ﬁ exp(inx), (x € [0,2n]), n € Z, bilden ein Orthonormal-
1 ,n=m,

System m .[,2([0/ 27’(]) bezugllch <., ->L2/ d.h. <en/ em) = 671771 = {O N + m.
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(b) Furk [ € N gilt
f cos(kx) sin(lx) dx =

2n

f cos(kx) cos(lx) dx = 7t - Oy
0

21
f sin(kx) sin(lx) dx = Tt6y.
0

BEWEIS:
(@) (en e, = 37 f eMeim dx = 5 f e dy = o f((n ZSFH = (n # m)
i2m(n— m)
Zm(n ) (€ 1)

-1
2n

n=m: e, e,) = ﬁfldx: 1.
0

(b) wiein (a)unter Verwendung der Additionstheoreme cos(u)-sin(v) = %(sin(u+
v) —sin(u — v)), ...

DerFINITION 10.3.

2n
Sei f € C([0,2n]). Dann heif3t f; := (f, &), = % f f(x)e”™ dx der k-te (komplexe)
0

Fourierkoeffizient von f, und Y. fie(x) = o= ¥ fie™* die Fourierreihe von f
k=—co

=—00

Sarz 10.4. .
Sei f € C([0,2m]). Dann gilt ||f — Z feerll?, = IIAIE, - k_Z |fil?.
Insbesondere gilt die Bessel'sche Unglezchung )

k:Z_n \fel> < IIfIE, fiir allen € N,

d.h. die Reihe E |fil? konvergiert.

k:—OO
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BeweEis: . . .
Seig:= Y. fier. Dannist(f,g) = Y. fif,ee) = X Ifil-
k=—n k=—n ~~—— k=—n
:fk

@=Y fgen=Y fi- & fiered= Y Ifil-
k=—n k=—n j=—n —— k=—n
=0

Damit f = gIf, = (f =8, f = 8) = (£ N = (£, = (8. )+ (8,9 = IIE, - X Ifif -
L UAF+ I UAR = I, - X IR

DEFINITION UND Sartz 10.5.
Sei (tn)nen ein Orthonormalsystem in Ly([0,2n]). Zu f € Ly([0, 2m]) sei f, := (f, un)1,
der (verallgemeinerte) n-te Fourierkoeffizient von f. Dann sind dquivalent:

(i) VfeLy: )gl 1.2 =IIf ||i2 (Parseval’sche oder Bessel’sche Gleichung),

N
(it) Yf e Ly :|lsy— fll, = 0 (N — c0), wobei sy := Y. fuin,
n=1

(iii) Falls f € Lo mit f, =0 (n € N), so ist ||f]l., = 0.

In diesem Fall heifSt (u,)nen ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) oder eine
(Hilbertraum-)Basis von L,([0,27t]).

BEMERKUNG:
Ein Hilbertraum ist ein vollstindiger Vektorraum mit Skalarprodukt.

BeEwEIs:
(1) & (ii):
folgt aus Satz 10.4 (fiir beliebige ONS (u,),en-

(i) = (iii):
es gilt ||f||%2 = Y |ful* =0, daalle £, = 0.
n=1
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(i) = (ii):
M
sei f € L. Es gilt |lsy — sMHi2 = Y |fal* = 0 (N,M — o) nach Satz 10.4. Da £,

n=N+1

vollstandig ist, existiert f:: Zl{im sy € Lo.

Fiir ¢ := f — f gilt gu = (g, ttn) = {f, )~y ) = fi —<iﬁuj,un> -
£

N——
:f”
N (o]
fo= X (fiujua) — <Z fiuj, un)
j=1 S~— j=N+1
:f]'(uj,u,,):fjéj,l N———
M
(=lim Y {1, Un)
j=N+1

=0

(*): das Skalarprodukt ist stetig.

Also ist g, = 0 (n € IN). Nach Voraussetzung ist [|gll, = 0, d.h. |If — sll, =

||g+f_5N||L2 <|Igllr, + IIf =snllz, = If =snlle, = 0, N — oo.
O

Sarz 10.6.

sin(n+%)x 1

(a) Fiir x € (0,2m) gilt i cos(kx) = et 2/
k=1

(b) Fiir x € (0,2m) gilt kZ::1 &]Ek") =X

cos kx) X—TC 2 T
(c) Fiir x € [0,2m) gilt Z (T) -5

nok

-
Il

R

Fiir x = 0 erhalten wir

P
I
—_

BeweEis:

L 1 ei(n+%)x i)

7 . w 1 . s L n+l)i _
@ 1+ Bcostin = 3 § o = g oy = g _ yordioce
k= =—n =

1 sin(n +7)
2 sin(3) °

(b) Es gilt f cos(kt)dt = 2 Damit ¥, S

sin(n+%)t 1 — _x=n
] (ZSin(%) 2) dt = 2 +

:l%><

X
s1n(n+

i 251n( ) dt

pi
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Sei f(t) := m Dann ist fiir 0 < x < 27 f € C}([r, x]) bzw. f € C'([x, 7t]).

.. % sin(k _ (n+ 1)t r
Damit kzl %(x) = &1 —f(t)%lji + ﬁ [ cos(n + Hytf (b dt.
= TT

k=1

D.h.

< Cllflloo + 1f Moo - 70 = x1) - ﬁ — 0,1 — oo.

(c) Die Reihe Z <« konvergiert gleichméfig, und die Reihe der Ableitungen
k=1

konvergiert nach (b) gleichméfSig in [6, 27t — 6], 6 > 0 gegen -

o0 o0 2
Damit -~ k;l %(ka) = &E, d.h. fiir F(x) := k;l %(ka) = (%) + ¢ mit einer Kon-
stanten c eR.

27

Es gilt fF(x)dx = Z f“’s &) gx = 0, aber auch fF(x)dx = f(%)z dx +
0

2

f cdx = % +2mc, damit c = -5 Darmt folgt die Behauptung fiir x € (0, 2m).

0
Da beide Seiten stetig in x = 0 smd, folgt die Behauptung auch fiir x = 0.

O
Sarz 10.7.
Das ONS (ex)kez, ex(x) := % e ist vollstindig in L([0,2m]).
BEwEIs:
(i) Sei f = xjo. fiir a € [0, 2n]. Dann ist
% ‘a k=0
fe ﬁfe”‘"dx:ﬁ(eik"—l) k#0
Fir k # 0 ist | fk|2 fi fi = sia(e ™ — 1) — D= Lol jjkzk“).
k_Z: |fk|2 a Z 1- cos(ka) g_ %Z_: _ kz cos(ka) ka _ (106)

2 2 2
%+%(%(%‘“) ——)-a-ledx—nﬂF
Nach Satz 10.4 gilt ||sn(f) — f||L2 — 0, N — oo.
(i) Sei f € T([0,2n]). Dann ladsst sich f schreiben als f = } y;hj, y; € C, hj =
j=1
X104, 4j € [0, 27] (Glelchhelt bis auf Sprungstellen).
Damit gilt sn(f) = Z yisn(hj) — Z yihi=fin||-|l,, N — co.
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IHleo IHie, IHiz,

(iii) WegenT([0,2n]) = R([0,2mt]) > C([0, 2n]) giltauch T([0,2]) "~ 2 C([0,2n]) * =
Also liegen die Treppenfunktionen dicht in £,([0, 27t]) beziiglich || - ||r,, d.h.

fur f € Lo :|| f=sn(ll, < I1f = g&ll, +H1g—sn (@I, +lIsn(g) — sn(f)llL,

~———
<# fiir geT([0,27]) geeignet <lig—fllr,

tiir N € IN geniigend grofs.

Somit ist (ex)xez Basis.




11. Metrische Raume

DerinITION 11.1 (Metrik, metrischer Raum).
Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X X X — [0, o) heifst Metrik auf X, falls

(1) Vx,y € X:d(x, y) = d(y, %),
(2) Vx,yeX:dx,y)=0ex=y,
B) Yx,y,z€ X :d(x,z) <d(x,y) +d(y, z).

In diesem Fall heif$t dann (X, d) metrischer Raum.

BEeisrieLE 11.2.

1. X=R,d(x,vy) = I|x-yl

0 x=y diskrete Metrik”.
y

2. X # 0 beliebige Menge. d(x, y) = {1 ¢
,X

3. Sei (X, [|-|]) normierter K- Vektorraum. Dann definiert dy.(x, y) := ||x — y|| eine
Metrik auf X.
Insbesondere erhdlt man fiir X = K" und die euklidische Norm |[x|| =

Y |xil?, x = (xq,...,x,) die euklidische Metrik.
iz

4. Sei (X,d) ein metrischer Raum, sei M C X, dann ist (M, d|yxy) metrischer
(Teil-)Raum.

DeriNITION 11.3.
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (x,).en C X heifst Cauchy-Folge, falls Ve > 0 dng(e) Vn, m > ny(e) :
d(x,, xp,) < €

(b) Eine Folge (x,).en C X heifit konvergent gegen x; € X, falls Ve > 0 Jny(e)
Vn > ny(e) : d(x,, x9) < € (Schreibweise: x, — xq)

(c) (X, d) (bzw. X) heifsit vollstandig, falls jede Chauchy-Folge konvergent ist.
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LemMma 11.4.
K" mit der euklidischen Metrik ist vollstindig.

BEWEIS:

Sei (x®)eny € K" eine Cauchy-Folge, dann:
n

k _ (k) _ (m) (k) _ . .(m)

A(x®, xm) = ‘/i_zllxl. P> x =

; ,j=1,...,n

=>Vji=1,...,n: (xi.k)) C K ist Cauchy-Folge, also konvergent.

xj:= lim W Setze x := (x1,...,x,) € K", dann:

k—oo /

d(x(k), x) = ’Z |xz(.k) — x]-|2 -0 fur k — 00,
j=1

Sei ab jetzt (X, d) ein metrischer Raum.

DeFINITION 11.5.

(@) Zux € X, r > 0 heifst B(x,r) := {y € X|d(x,y) < r} offene Kugel um x mit
Radius r.

(b) M C X, x € M. Dann heifst x innerer Punkt von M, falls » > 0 existiert, mit
B(x,r) c M.
M := {x € M|x ist innerer Punkt von M}. Dann heif}t M offen, falls M = M,
bzw. abgeschlossen, falls X \ M offen.
X heifst Haufungspunkt von M, falls (x,),en € M \ {x} existiert mit x, — Xx.

Der Abschluss M von M ist erklidrt durch M := MU{x € X[ ist Haufungspunkt von M}.

x € X heifit Randpunkt von M, falls Ve > 0 : B(x,¢) " M # 0 und B(x, ¢) N
(X\M) 0.

OM := {x € X|x ist Randpunkt von M} heifit Rand von M.
(c) M C X heifst Umgebung von x € X, falls 3¢ > 0 : B(x, ¢) C M.

LEMmMma 11.6.

Sei T4 :={U c X|U ist offen} (C P(X)), dann gelten:
(T1) 0,X € T,

(T2) U VeT,=>=UNVeTy,,
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(T3) Sei I eine beliebige (Index-)Menge und (U;)ie; C T4 eine Familie offener Mengen.
Dann gilt: \J U; € T4.

i€l

BeweEis:
(T1) Klar.

zu (T2):
Sei x € UN V. Dann: dey, &, : B(x, 1) € U, B(x, &5) C V. Setze ¢ := min{ey, &2} =
B(x,e)cunV.

zu (T3):
Seixe JU;= Jip:xe U, = e >0:B(x,e) cU;, c JU,.

i€l i€l
Damit ist 7; eine sogenannte Topologie:

DerFINITION 11.7.

(a) Sei X eine beliebige Menge und 7~ C P(X) eine Familie von Teilmengen von
X mit (T1), (T2), (T3) (siehe Lemma 11.6). Dann heifst 7 eine Topologie auf
X und (X, 7") topologischer Raum.

Wir nennen U € 7 offene Teilmengen von X.

V € X heifst Umgebung zux € X, falls: U € 7 :xe U C V.

(b) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann heifst (X, 7°) Hausdorff-Raum, falls
Vx,yeX,x#yAUVeT :xelLyeV,UNV =0.

BEISPIELE:

1. X beliebig, 77 :=

{0, X} (triviale Topologie).
Speziell: X := {0, 1},

dann ist (X, 77) ist kein Hausdorff-Raum.

2. X beliebig, 7, := P(X) (diskrete Topologie).
Speziell: X := {0, 1}, dann ist (X, 7) ist ein Hausdorff-Raum.

Sei d die diskrete Metrik, dann gilt: 7, = 7.
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BEMERKUNG 11.8.
Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann ist (X, d) ein Hausdorff-Raum.

BeEwEls:
X # y: x € B(x, d(’;’y)), y € B(y, d(’;’”)-

d(x, d(x,
B(x, “%2) n B(y, 22 = p,

KLEINER UBERBLICK:

e Normierte Raume: X: K-Vektorraum, || - || X — [0, o0) und (N1), (N2), (N3)
(siehe 4.2),

e Metrische Rdume: X Menge, d : X x X — [0, o0) und (M1), (M2), (M3) (siehe
11.1),

e Topologische Rdume: X Menge, 7 C P(X) und (T1), (T2), (T3) (siehe 11.7).

DerFiNITION 11.9.

(a) Seien (X, dy), (Y,d,) metrische Rdume, dann heifst f : (X,d;) — (Y,d,) stetig
inx e X, fallsVe > 036 > 0 Vx € X, d(xo,x) <0 :dy(f(x0), f(x)) < e. *)
f heifdt stetig, wenn f stetig in allen x, € X ist.
Bezeichnung: f € C(X;Y).

Analog zu normierte K-Vektorrdumen ist , gleichméfiige Stetigkeit” erklart.

(*) ©Ve>036>0: f(B(xo,06)) C B(f(x0),¢€)

(b) Seien (X, 7>), (Y,7T,) topologische Rdume. Dann ist f : (X,7,) — (Y, 7,) ste-
tig, falls
YV eT,: f (V) € 7. (,Urbilder offener Mengen sind offen”)

Sarz 11.10.
Seien (X, dy), (Y,d,) metrische Riume, f : X — Y. Dann sind dquivalent:
(i) f ist stetig.
(ii) Fiir alle (x,)uen C X, X, = X9 € X gilt f(x,) = f(x0) €Y.
(iii) Fiir alle offenen Mengen U C Y ist f~(U) C Y offen.
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(iv) Fiir alle abgeschlossenen V C Y ist f~1(V) C X abgeschlossen.

BEwEIs:
(1) e (ii):
vergleiche 5.7.

(i) = (iii):

Sei xp € f~1(U) offen.

Da U offen: d¢ > 0 : B(f(xp), ¢) C U.

Weil f stetig: 36 > 0 : f(B(xo, 0)) € B(f(x0), €) € U. = B(xo,0) c f~(U).

(iii) = (i):

Sei xy € X, € > 0. Es ist B(f(xy), ¢) offen.
= fY(B(f(xo), €)) offen.

= 36 > 0: (B(xo, 0) C f1(B(f(x0), €))
= f(B(xo,0)) € B(f(x0), €)-

(iil) & (iv):
Folgt mit dem Komplement (vergleiche Ubungsaufgabe 7.3).

BEeisprierLe 11.11.

1. X=R? Y=R, jeweils mit der euklidischen Metrik.

xy

Sei f(x,y) := { ¥ () # (0,0)
0 , sonst

Fir a,r € R € {0}, dann

f(r,ar) = 25 » 0 fiirr — 0.

= f ist nicht stetig in (0, 0).

Allerdings ist f ,partiell” stetig in (0, 0)

d.h.x+— f(x,0)=0

undy - f(0,y) =0

sind stetig.

2. Sei X mit der trivialen Topologie 77 := {0, X} und Y = R mit euklidischer
Metrik. Dann:
f : X — Rist stetig & f ist konstant.
(einzige abgeschlossene Mengen in X sind {X,0} = Vr € R: f7'({r}) € {X,0},
da {r} in R abgeschlossen ist)
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3. Seien (X, P(X)), (Y, T,) topologische Raume.
Dann sind alle f : X — Y stetig.

Im Folgenden seien (X, dy), (Y, d,) metrische Riaume.
K c X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine endliche (offene) Teil-
iiberdeckung von K besitzt.

Sarz 11.12.
Sei f : X — Y stetig, K C X kompakt, dann ist f(K) kompakt.

BEwEIs:
Sei (U,)c; eine offene Uberdeckung von f(K) c |J U;.

i€l
=Kc ()
K kompakt, also AN € IN:

N
Kc U fiu,)
n=1
= o c U,
n=1
Also f(K) kompakt. m|

Sarz 11.13.

(a) Sei K C X kompakt, dann ist K beschriinkt und abgeschlossen.
(Umkehrung gilt nicht!)

(b) Sei K C X kompakt, A C K abgeschlossen, dann ist A kompakt.

(c) Sei f € C(X;Y) und K kompakt, dann f(K) abgeschlossen und beschriinkt und f|x
ist gleichmiif$ig stetig.

BeweEls:

(a) Vergleiche Satz 4.12.
(b) Vergleiche Satz 4.15.
(c) Vergleiche Satz 5.13.
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DerFINITION 11.14.

Sei (X, d) ein metrischer Raum (oder sei (X, 7°) ein topologischer Raum).

Dann heifst X zusammenhangend, falls es kein A C X gibt mit0 C A € X und A
abgeschlossen und offen.

BEMERKUNG 11.15.
X ist zusammenhédngend & #A, B offen: A,B#0,ANB=0,AUB=X.
X ist zusammenhédngend < AA,B abgeschlossen: A,B# 0, ANB=0,AUB =X.

BEISPIELE:

1. R (mit euklidischer Metrik) ist zusammenhé&ngend.

2. ([0,1] U [2,3],]-]) ist nicht zusammenh&dngend, denn:
~— ——

=X
A :=1[0,1] und B := [2, 3] sind abgeschlossen (und offen in X).

Sarz 11.16 (Zwischenwertsatz).
Sei X ein zusammenhingender metrischer (bzw. topologischer) Raum, f : X — Y stetig.
Dann ist f(X) zusammenhingend.

BEWEIs:
Sei f(X)=AUB,A,B#0,ANB=0,A,B offen.
= X =fYA)UfB),A,B +0,ANB =0,A,B offen (da f stetig) —» Wider-
S~—— SN——
=A’ =B
spruch.
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