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6. Holomorphe Funktionen

WoORUM GEHT’S? 6.1.
Holomorphe Funktionen sind Funktionen f : O - C (O € C offen) die in jedem

z € O komplex differenzierbar sind, d.h. es existiert , C{}(r]nh o Lfz+h) - f(z)) eC

fiir allez € O.
Holomorphe Funktionen haben einige tiberraschende Eigenschaften, z.B.

e sind sie beliebig oft differenzierbar
e werden sie immer lokal durch ihre Taylorreihe dargestellt

e sind zwei holomorphe Funktionen schon gleich, wenn sie nur auf einer
Menge mit Hiufungspunkt {ibereinstimmen

Funktionentheorie hat viele Anwendungen, z.B.

e Fundamentalsatz der Algebra
e Funktionalanalysis

¢ analytische Zahlentheorie

a. Definition und erste Eigenschaften
Im Folgenden schreiben wir meist

z=x+iyfirx,y € R;
f=u+ivfiru,v:0—->R

C ist sowohl ein R- als auch ein C-Vektorraum, es gibt also beziiglich R lineare
Abbildungen und beziiglich C lineare Abbildungen sind immer auch R-linear,
umgekehrt stimmt dies im Allgemeinen nicht.

LEMMA 6.2.
(a) Eine Abbildung T : C — C ist genau dann R-linear, falls gilt
Tz)=Tx+T@)y=Az+puzmitze€C

wobei A = 2(T(1) = iT(@)) und p = 3(T(1) + iT(i)).
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(b) Eine R-lineare Abbildung T : C — C ist genau dann C-linear, wenn
T(i) = iT(1)

(d.h. falls u = 0) gilt. In diesem Fall gilt T(z) = T(1)z.

Beweis:
(a) v (Darstellung beziiglich der (IR-)Basis (1, 7))
X = 3(z+2),y = 5(z — Z) liefert den zweiten Teil.

(b) Aus T(i) =iT(1) folgt T(z) = T(1) - z, also ist T C-linear.

Wir identifizieren C = R-1® R - i mit R?.

LEmMMmA 6.3.
Fiir eine Matrix A = ( Z Z ) € R*? sind dquivalent:

(i) Die von A induzierte R-lineare Abbildung T : C — C,z = x +iy = A( ; ) ist

C-linear.

(ii) Esgiltc=-bundd =a,d.h. A = ( i —ac ) und T(z) = (a + ic)z
BEweErs:

<" Hier ist T(z) = (i —ac)(;) = (Zi;;g) =ax—cy+(x+ay)-i =
(a+ic)x + (a+ic)iy

,=" Nach 6.2 gilt T(i) = iT(1).
: . a b\[O0 b . . | a . . .
Es gilt T(i) = call1 = =b+idundiT(1) =1 . =i+(a+ic)=—-c+ia
=b=-cundd =a.
O
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Wir schreiben hédufig Tz statt T(z) fiir lineare Abbildungen T.

Im Folgenden sei (, ) das Standardskalarprodukt auf R?. Fiir z,w € C gilt also
(z,w) = Re(z) - Re(w) + Im (2) - Im (w).

Es gilt |z* = (z, z).

Seien z,w € C*(= C \ {0}). Fiir den Winkel ¢ € [0, 1] zwischen z und w schreiben
wir 4(w, z) und es gilt cos(¥(w, z)) = &2

|2[-few] *

DEFINITION 6.4.
Eine R-lineare Abbildung T : C — C heifst winkeltreu, falls sie injektiv (also bi-
jektiv) ist und |w| - |z| - (Tw, Tz) = |Tw]| - [Tz - (w, z) fuir alle z,w € C.

LEMMA 6.5.
Sei T : C — C R-linear. Dann ist T genau dann winkeltreu, falls ein a € C* existiert mit

Tz = az fiir alle z € C oder
Tz =a-z fiiralle z € C.

BeweEis:
7
L, ="V

,=" Sei T winkeltreu. Weil T injektiv ist, ista := T1 # 0. Wir setzen b := %Ti. Dann
ist
0={i,1)=(Ti, T1) = {abi,a) = |a> (bi,1) = b € R.
Weil T R-linear ist, gilt Tz = (T1) - x + (T7) - y = ax + iaby = a(x + iby).

¥ * Cx _ (2 _ 1Tz _ {eabiby)
Firze C fOlgt +iyl — 11Mal — ITiHTzl — laPlx+ibyl — [x+ibyl"

Fiir alle z € C \ (Ri) gilt damit x* + y* = x? + b*y?, also b = +1. Folglich ist Tz = az
fiir alle z € C oder Tz = az fiir alle z € C.
m

BeMERKUNG: sei T : C — C R-linear, T # 0. Es gilt T € O(2) (orthogonale Gruppe)
(Tz, Tw) = {z, w).
Wenn T auch C-linear ist, dann hat T eine Matrixdarstellung der Form ( Z _ab )

a

b

_ab ) = >+ 1?, also =T € SO(2), ist also eine Drehung und T eine

und det ( o
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Drehstreckung.
Wie bisher heifst G C C ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhéngend ist.

Erinnerung: Sei X ein metrischer Raum. Dann heifitt M C X zusammenhiingend, falls
aus M und Q die einzigen Teilmengen von M sind, die zugleich offen und abgeschlossen
in M sind.

Aus der Analysis II verwenden wir folgenden Satz:
Jedes Intervall in R ist zusammenhingend.

LEMMA.
Sei X ein metrischer Raum, M C X wegzusammenhingend. Dann ist M zusammenhiin-
gend.

BEwEIs:

Sei N C M offen und abgeschlossen in M und nicht leer. Zu zeigen: N = M.

Sei x € M und y € N. Nach Voraussetzung gibt es einen Weg y : [4,b] — M mit
y(a) = x und y(b) = y. Weil y stetig ist, gilt y~'(N) offen und abgeschlossen in [, 1],
insbesondere ist x = y(a) € N.

Folglich N = M, damit M zusammenhé&ngend.

Sarz 6.6.
Sei G C C offen. Dann ist G genau dann wegzusammenhingend, wenn es zusammen-
hingend ist. Wege konnen dabei sogar achsenparallel gewihlt werden.

BEWEIS:
Sei G zusammenhéngend und z; € G. Wir definieren f : G — R durch

f(@) =

Wir zeigen: f ist stetig.

Sei z € Gund € > 0 mit B := B(z,¢) C G. Jeder Punkt in B ist mit z {iber einen
achsenparallelen Weg verbunden, also ist f|p konstant. Insbesondere ist f in z
stetig.

Somit ist f stetig und f~1({0}) und f~'({1}) abgeschlossen. Es gilt G = ({0} U
{1}) = F71({0}) U F71({1}). Folglich ist f~1({1}) auch offen. Wegen z, € f~'({1}), gilt
f7'({1}) # 0. Da G zusammenhingend ist, gilt f~!({1}) = G.

Also ist G wegzusammenhdngend.

1 , falls es einen achsenparallelen Weg von z, nach z gibt;
0 ,sonst.
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DEFINITION 6.7.

Sei C O G # 0 offen. Eine Zusammenhangskomponente von G ist eine maximale
zusammenhdngende Teilmenge von G (d.h. es existiert keine zusammenhéangen-
de echte Obermenge, die noch in G enthalten ist).

Zusammenhangskomponenten sind offen und abgeschlossen in G. D.h., sie sind
offen und abgeschlossen in G als metrischem Raum versehen mit der induzierten
Metrik von C.

ZweiPunkte in G heiffen wegdquivalent, falls sie durch einen Weg in G verbunden
werden konnen. Die Aquivalenzklassen sind gerade die Zusammenhangskom-
ponenten.

DEFINITION 6.8.
Sei @ # G c C offen.

(a) Eine Funktion f : G — C heifst komplex differenzierbar in z € G, falls der

w € C existiert.

Grenzwert f'(z) := }lm(}
(b) f : G — C heifst holomorph in G, falls f an jeder Stelle z € G komplex

differenzierbar ist. f heifst holomorph an der Stelle z € G, falls eine offene

Umgebung U von z existiert mit U C G, f | ist holomorph in U.

(c) f:C — C heifdt ganz (engl.: entire), falls f in C holomorph ist.

BEMERKUNG 6.9.

(a) Oben heifst , lim” nattirlich,, Lim “
h—0 h—0,heC,h+0
(b) Eine dquivalente Definition ist:
f : G = C heifit komplex differenzierbar in z € G, falls eine C-lineare Ab-
bildung T, : C — C existiert mit f(z + h) = f(z) + T.h + |hlr(z, h) fiir , kleine
h“mit }gr(} r(z,h) = 0 (vgl. Analysis II).

Nach Lemma 6.2 ist jede C-lineare Abbildung T von der Form Th = c - h mit
einem ¢ € C. Nach Definition 6.8 ist f'(z) :=c.

BEe1spPIELE 6.10.

_ oMyt .
(@) f(z):=z". Wegen ! (Z;_g ;ZO) == 2" 422z 420 - ozl fiirz — zg

ist f holomorph in C mit f'(z) = nz""! (ganze Funktion)
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(b) f(z) := |z* = zz. An der Stelle z; = 0 ist f komplex differenzierbar, wegen
f—(hg:g(o) = % =h—->0farh — 0.
Aber: fiir zy # 0 ist f nicht komplex differenzierbar, denn:
f (zo+h;l—f (z0) _ (zo+h)(zoh+h)—zo% _ hz_0+zlgh+hh — %+ h+ 20 % _Aber }1111(}% existiert nicht

(b=1,fallsheR; L = -1, falls h € iR).

f ist also an keiner Stelle holomorph, auch nicht bei z = 0!

BEMERKUNG 6.11.

Fiir das Rechnen mit komplex differenzierbaren Funktionen gelten dieselben Re-
geln wie im Reellen.

(z.B. Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel, ...; wortlich gleiche Beweise).

Sarz 6.12 (Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen).
Sei) #GCCoffen, f =u+iv: G — C,z € G. Dann sind dquivalent:

(i) f ist komplex differenzierbar in z.
(ii) f ist reell differenzierbar in z, und die Ableitung f'(z) : C — C ist C-linear.

(iii) f ist reell differenzierbar in z, und es gelten die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen:

d,u(z) = d,0(z), dyu(z) = —0:v(z)

Beweis:
(i) & (ii) ist klar nach Definition bzw. Bemerkung 6.9.

. e s . . du(z) d,u(z)
& (iii): d lle Ableit der Stell t f'(z) = Y .

(ii) & (iii): die reelle eitung von f an der Stelle z ist f'(z) 90(2) 9,0(z)

Nach Lemma 6.3 ist f’(z) : C — C genau dann C-linear, falls d,u = J,v und

d,v = —d,u an der Stelle z.
O

BEMERKUNG 6.13.

Betrachte fiir eine reell differenzierbare Funktion f : G — C die Ableitung
T := f'(z) : C = C, so lasst sich die komplexe Differenzierbarkeit durch ver-
schiedene Bedingungen beschreiben. Definiere

Ovf = dyu +idyv, d.h. d, f(z) = T(1)

dyf = dyu +idyu,d.h. d,f(z) = T(i)

Of = 0.f := 3(df —19,f), dh. 9.f(z) = 3(T(1) — iT(i)) = A
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Of = 0:f := 20« f +1id,f), d.h. f(2) = HTA) +T(@) = p (vgl. Lemma 6.2)

Formal kommt man auf die letzten beiden Definitionen dadurch, dass man z und
z als unabhédngige Variablen betrachtet.

x= L1+, y= Lz-3)
dx _dox _ 1 9y _ 9y _

1
0z ~ odz. _ 279z 2

%z
9 _ o x  9f W _ 1y i
O:-f =5 = % tay 5 =29 —59f

Damit: sei f : G — C reell differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) fistin z komplex differenzierbar;

(ii) es gelten die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen;
(iii) es gilt idyf(z) = 9, f(2);
(iv) es gilt df(z) = 0.

In diesem Fall ist| f'(z) = dyf(z) = d.f(2)

Z.B. f(z) =z = dzf(z) =1 # 0, d.h. f ist nirgends komplex differenzierbar.
f(z) =z =2z = dzf(z) =z # 0, falls z # 0.

KOROLLAR 6.14.
Sei G c C ein Gebiet.

(a) Eine Funktion f : G — C ist genau dann konstant in G, falls f holomorph ist mit
f'=0inG.

(b) Sei f: G — C holomorph mit f(z) € R fiir z € G. Dann ist f konstant.
(c) Sei f: G — C holomorph mit |f(z)| = 1 fiir z € G. Dann ist f konstant.

BeweEis:

(a) Sei f holomorph in G mit f* = 0. Dann ist 0 = fi(z) = u,(2) + iv«(2). (schreibe
fx = axf )
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen: v, = 0 in G, u, = 0 in G. Damit
ist Vu = Vo = 0in G. Da G wegzusammenhdngend ist, folgt nach Analysis
II: u = const, v = const.
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(b) Es gilt v = 0 in G und mit Cauchy-Riemann folgt u, = 1, = 0 in G. Rest mit
(a)-

(c) Es gilt u? + v* = 1 in G und damit uu, + vo, = 0 und uu, + vo, = 0.
Mit Cauchy-Riemann: uv, = —uu, = vv, = vu,.
Damit 0 = u?u, + uvvy, = u?u, + 0%y, = (1% + 0*)iy, = iy
~——

-1
Analog v, = 0 und damit f, = 0. Rest mit (a).

DEFINITION 6.15.

Sei ) # G C C offen und f : G — C eine Funktion. Dann heifst f durch Potenz-
reihen dargestellt, falls fiir jedes 2 € G und jedes r > 0 mit B(a,r) : {z € C :
|z—a| < r} C G eine Potenzreihe ), c,(z —a)" existiert, welche mindestens in B(a, )

n=0
konvergiert und dort gleich f ist.

ACHTUNG: die Potenzreihe muss im vorher gewéhlten Kreis B(a, r) konvergie-
ren! Der Konvergenzradius muss mindestens r sein, wobei r maximal gewdahlt
werden kann mit B(a, r) C G.

Die Definition lautet nicht: zu a € G existiert ein in einer Umgebung von a kon-
vergente Potenzreihe.

Sarz 6.16.
Sei ) # G C Coffen, f : G — C durch Potenzreihen dargestellt.

(a) f ist holomorph in G mit f'(z) = f ney(z —a)"t.
n=1

Diese Reihe hat denselben Konverg_enzmdius wie die Reihe fiir f.

(b) f ist unendlich oft komplex differenzierbar in G mit f®(z) = f nn-1)-...-(n—
n=k

k +1)c,(z — a)* .

: ®
Insbesondere ist ¢, = £

k7

d.h. die Potenzreihe ist durch f eindeutig bestimmt.

BeEweEls:

(a) Sei ohne Einschriankung a = 0. Setze g(z) := ). nc,z"!. Die Reihe fiir ¢ hat

n=1
denselben Konvergenzradius wie die Reihe fiir f; insbesondere Konvergenz
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in B(0, r), falls B(0,r) C G.
Firw € B(0,7), [w| < p <71, |z| < p gilt:

f@-fw) g(w) — Z Cy (M _ nwn—l)

z—w | z—w
-1 -1 S
Z"—w" nwn—l — nZ‘ (ijn—l—j _ wn—l) — (Z _ ZU) HZ wn—l—]’z/—wl
zZ—w ] ] zZ—w
n-1 j-1 )
— (Z _ ZU) Z wn—l—] Z ka]—l—k
j:l k=0
n-1 -1
Wegen |z|, [w| < p, erhilt man |[Z=% — nw" | < |z — w| - 1=y -1
& p v L\ L
]: =

n-l n(n-1)
=lz—wl- Y, jp"? =z —wlp"
=1

_ = -1
Damit % - g(w)‘ < (Z cal - pnﬂ%] |z—w| — 0 fiirz - w.

n=1

<co,da p<r

Somit ist f komplex differenzierbar mit f" = g.

(b) Wende (a) auf f’, f” usw. an.

BEISPIELE 6.17.

N
(a) Polynome P(z) = ). ¢,z" sind in C holomorph, also ganze Funktionen.
n=0

(b) Die Exponentialfunktion exp(z) := }, Z—", tir z € Chat den Konvergenzradius
n=0

o0, ist also eine ganze Funktion.
Wie in R setze

exp(iz) = cosz +isinz

(o]
sinz:= ),
n=0

D" 2041
PR

mit cosz := ), ((;,11)),”,
@]

Damit

cosz = 2(e% + e7); sinz = 1(e — e7%)
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Hyperbolische Funktionen:

coshz := cos(iz) = 1(¢* + €7%); 1 sinhz := sin(iz) = 1(¢* — ¢7%)
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b. Integration

Wesentliche Zutat der Funktionentheorie sind Kurvenintegrale. Kurven sind
Aquivalenzklassen von Wegen. Fiir eine Kurve I' sind Anfangs- und Endpunkt
A(), E(I'), Wertebereich und R(I') und Lange L(I') wohldefiniert.

DEFINITION 6.18.
SeiI' = [y] eine stiickweise glatte Kurve in C mit y : [2,b] — C. Sei f : R(I') — C
stetig. Definiere das Kurvenintegral

b
[f=[f@dz:= [ f(yt) -y (HdteC.
T T a

Bei stiickweise glattem ) setze die rechte Seite aus den Integralen iiber die glatten
Teile zusammen.

Im folgenden sind alle Kurven stiickweise glatt. Daher ab sofort: Kurve = stiickweise
glatte Kurve!!

BEISPIELE 6.19.

b

(@ [1= [y ®)dt=yb)-y@a) =ET) - AT).
T a

(b) Seia € C,r > 0, T der positiv orientierte Kreis um a mit Radius r, d.h.I' = [y]
mit y(t) := a + re' fiir t € [0,27]. Sei f(z) := (z —a)",n € Z.

0 ,n#-1;

27 2n
Dann 2)dz = | e - riet df =yt .. [ JHDEGE =
!f( ) Of Of 2ni ,n=-—1.

Sarz 6.20.
Sei I eine Kurve, f : R(I') — C stetig.

(a)

b
[ f(2)dz| < max |f@)] - LT), wobei L) = [ |y’ (#)| dt (Linge von T).
T z€ a

(b) Sei G C C ein Gebiet mit R(I') C G und F eine Stammfunktion zu f in G, d.h. F ist
holomorph in G mit F' = f. Dann ist

[ f(2)dz = F(y(b)) + F(y(a)) = FET)) - F(AT)).
r
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BeweEis:

(a) < sup |f(2)]- f ly' (D)l dt.

zeR(T)

[ f@)dz| =

b

b
b) [f=[F =[Pty ®d = [LFQW))dt = Fyb) - Fy@).
T T a

a

Sarz 6.21.
Sei T eine Kurve, g : R(T') — C stetig. Definiere f(z) := f @) g fiir z € C\ R(T) =

Dann ist f in G in Potenzreihen entwickelbar und msbesondere holomorph in G.

Beweis:

Seia € Gund r > 0 mit B(a,r) C T.
Fir z € B(a,r) und w € R(T) ist
1

L= ot = (w-a1- ) =

n
(M) (Konvergenz wegen |z —a| < r < |w — al)

w—a

8

|’_l

w—a
n=0

(
R GRGR

Fiir 0 < p < r konvergiert die Reihe in B(0, p) C B(0, ) absolut und gleichméfig
und man darf Integration und Summation Vertauschen:

f( ) = f g(w) dw = nzo Cn(z - a)n mit Cp = i[ (w— u)n+l dw.

DEFINITION UND SATZ 6.22.
Sei I C C eine geschlossene Kurve. Fiir z € C \ R(I') definiert man die Windungszahl
von I um z durch

Indr(z) := 5= [ - dw.

r

Dann ist Indr(z) € Z, und auf jeder Zusammenhangskomponente von G = C \ R(I') ist
Indy konstant. Auf der unbeschriinkten Zusammenhangskomponente von G ist Indr = 0.

BeacHTtE: R ist kompakt, d.h. 3 R > 0mit C\ B(0,R) € G. Da C\ B(0,R) zusam-
menhéngend ist, existiert genau eine Zusammenhangskomponente Z von G mit
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C\ B(0,R) c Z. Dieses Z ist die unbeschrankte Zusammenhangskomponente.

BeweEis:

b
(i) Seiz € G. Esist Indr(z) = 5 f yy(t)(t_)z dt, wobeiT = [y],y : [a,b] — C.

Setze ¢(s) := exp (f YD gt fiir s € [a,D].

y(H)-z

(5;((;)) = yy(sgs_)z (bis auf endlich viele Punkte, in denen y’(s) nicht existiert).
o\ _ 029’ -9) _
(5) = 55 =0
Da -L stetig ist, folgt - ist konstant.
Y-z

. ¢I§> _ p@ _ 1
y)-z ~ y@-z ~ y@)-z*
Wegen y(b) = y(a) folgt p(b) = 1.

b
= [ dte Z-2ni. (¢ =1 & z = 2kni mitk € Z)

= Indr(z) € Z.

(ii) Nach Satz 6.21 ist Indr holomorph auf G und damit stetig.
Da das stetige Bild einer zusammenhidngenden Menge wieder zusammen-
hingend ist, ist Indr auf jeder Zusammenhangskomponente von G konstant.
(iii) Fir |z| — oo gilt: 5171%p |ﬁ| — 0, damit nach Satz 6.20 (a): Indr(z) — 0 fur
weR(D)
|z]| = 0.
= Indr = 0 fiir grofe z.

DEeFINITION 6.23 (Logarithmus).

(a) Sei G C C ein Gebiet. Eine stetige Funktion f : G — C mit exp(f(z)) = z fiir
z € G heifst ein stetiger Zweig des Logarithmus auf G.

(b) Allgemeiner: sei M C C, g : M — C stetig. Eine stetige Funktion f : M — C
mit exp(f(z)) = g(z) heifit ein stetiger Logarithmus von g.
In diesem Fall heifst arg g(z) := Im f(z) eine Argumentfunktion.

BEMERKUNG 6.24.
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(a) Die exp-Funktion hat den Wertebereich C \ {0}, ist aber nicht injektiv. Auf
jedem Streifen {z € C : a < Im z < a + 27t} ist exp injektiv, aber die Umkehr-
funktion ist nicht stetig.

(b) In 6.23 (b) gilt: g(z) = exp(f(z)) = Ig(z)|exp(ilm f(z)).
Daher ist Im f(z) der Winkel der komplexen Zahl g(z) in Bogenldnge; daher
die Bezeichnung Argument.

DEFINITION UND Satz 6.25.

(a) Sei Sy :={zeC:|lmz < m}.
Dann wird durch In := (exp|s,)” ein stetiger Zweig In : C \ (—=00,0] = Sy € C
definiert, der sogenannte Hauptzweig des Logarithmus. Die zugehorige Argu-
mentfunktion ist arg : C \ (—oo,0] — (-7, ), z = Im In(z).

(b) Falls G ein Gebiet ist, unterscheiden sich zwei stetige Zweige des Logarithmus
durch ein Vielfaches von 27ti.

(c) Jeder stetige Zweig f des Logarithmus auf einem Gebiet G C C \ {0} ist holomorph
mit f'(z) = 1.

BeweEls:

(i) klar.

(ii) Seien f, g stetige Zweige. Fiir h := f — g gilt: exp(h(z)) = exp(f(z) — g(z)) =
Ezgg 8; = £ =1 fiir z # 0 und damit h(z) € 2miZ. Da h stetig, G zusammen-

hingend, folgt:  ist konstant auf G.

(iii) wiein AnalysisI:seiG3zx =z € G, yi : Inz, vy :=Inz.
Inz—Inz _ lim Y~y -1 __1 _1
z—2z koo &PWK—exp(y) — exp’(y)  exp(y)  z’

Dann gilt: %im

BEMERKUNG 6.26.
Nach dem letzten Satz existiert immer zumindest lokal ein stetiger Zweig des
Logarithmus: Sei y : [a,b] — C stetig, t; € [a, b].

Falls y(t)) € (0, o), wihle den Hauptzweig f(t) := Iny(t).
Fiir |t — to| klein gilt dann exp(f(t)) = y(t) (denn y(t) & (—oo, 0] fiir |t — to| klein).
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Falls y(ty) ¢ (0,0), schreibe y(t)) = |y(to)le” mit ¢ € (-7, 1] und setze f(t) :=
In(y(t)e) + ig.

Mit Hilfe eines Kompaktheitsarguments kann man leicht zeigen: zu y existiert
eine stetige Funktion f : [4,b] — C mit exp(f(t)) = y(t) fiir t € [a, b].

Achtung: Im Allgemeinen existiert keine stetige Funktion f : R(I') — C mit
exp(f(z)) = z fiir z € R(I).

BEMERKUNG 6.27 (Anschauliche Bedeutung der Windungszahl).
Seil'=[y],y:[,b] = C,z¢R(T).

Setze y : y — z. Nach Bemerkung 6.26 existiert ein stetiges f : [2,b] — C mit
exp(f(t)) = Z(t)- b

b b
1 _ y'(#) _ [ GW+z) 5 [exp(fO) () 4. ’ _
rfﬂ dw = J 702 dt = af o a4t = uf oo Gt = uff (t)dt = f(b) — f(a).

Falls T geschlossen ist, soist | £ € 2niZ,

I
dh. Indr(z) = &= [ L dw = L[Im f(b)-Im f(a)].
r ~——
argy(b)

Damit gibt Indr(z) den Zuwachs des Argument einer Parametrisierung an.

BEISPIEL 6.28.

(a) Seil die positiv orientierte Kreislinie um a € C mit Radius r.
1 ,lz—al<r

D ist Indr(z) =
ann ist Indr(z) {O e—dl>r

(b) Sei I' eine geschlossene Kurve, n € Z und 0 ¢ R(I') falls n < 0. Dann ist
0 ,n#E-1;
f Z"dz = )
P 21tiIndp(0) ,n = -1.

Fiir n = —1 ist dies die Definition, fiir n # —1 ist n"—:l eine Stammfunktion zu

z", und damit (da I' geschlossen) das Integral 0 (siehe Satz 6.20 (b)).

Sarz 6.29.
Sei) # G C Coffen, f : G — C stetig. Dann sind dquivalent:

(i) f hat auf G eine holomorphe Stammfunktion;

(ii) fiir jede geschlossene Kurve I’ C G ist f f(z)dz =0.
r
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Falls G zusitzlich konvex ist (und damit insbesondere ein Gebiet), so ist dies dquivalent
zu

(iii) fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G ist f f(z)dz = 0.
A

(durchlaufe dA in positiver Richtung)
(Gkonvex: & Vx,yeGVac[0,1]:ax+(1-a)y€G)

BeweEis:
(i) = (ii): Satz 6.20 (b).

(ii) = (i): Sei Z eine Zusammenhangskomponente von G. Dann ist Z offen und
zusammenhdngend, also wegzusammenhidngend. Wahle a € Z fest und setze

F(z) := f f(w)dw fir z € Z, wobei I'; eine Kurve von a nach z ist. Dann ist F
I,

wohldefiniert nach (ii).

Sei zy € Z. Fiir |z — zg| klein kann man als I' den Weg I';; + s,,. wihlen, wobei s,

die Strecke von zy nach z ist.

F(z; 1;520) f(zo )| - ‘Z = f f(w)dw - f(zo)

Sz0z

1

[ (f(zo + tz — 20)) — f(z0)) dt

0

~ lz=z zo ff(ZO +t(Z_ZO))( _Zo)dt—f(zo) =

<f|fz0+t(z—z0)) f(z0)| dt < sup |f(w) - f(zo)| = O fiir z > 2.

WESz)z
Also ist F holomorph mit F’ = f. Fiihrt man diese Konstruktion fiir alle Zusam-
menhangskomponenten durch, so erhilt man eine Stammfunktion auf G.

Falls G konvex ist, kann man I';;, := s,,, wahlen, und man braucht nur die Wegu-
nabhéngigkeit fiir Dreiecke, also Voraussetzung (iii).
O



7. Der Cauchysche Integralsatz und die Sdtze von Mo-
rera und Liouville

WoORUM GEHT’S? 7.1.

Die wichtigsten Begriffe sind die Holomorphie, Darstellung durch Potenzreihen
und Kurvenintegrale. In diesem Abschnitt wird die Aquivalenz entsprechenden
Eigenschaften gezeigt, mit starken Folgerungen (z.B. f holomorph = f € C*). Es
folgt unter anderem der Fundamentalsatz der Algebra.

Sei) # GC Coffen, f : G — C.

f holomorph (mit Satz von Morera) < (mit Lemma von Goursat) f f=0.

A
f holomorph (mit 6.16) & (mit Cauchyscher Integralformel) f ist durch Potenz-
reihen dargestellt.

f istholomorph & (mit Cauchyschem Integralsatz) f f =0 (mit6.29) & (mit 6.29)
r

f besitzt eine Stammfunktion

Sarz 7.2 (Lemma von Goursat).
Sei G ein Gebiet, f : G — C holomorph. Dann gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck

ACG: [ fz)z=0.
JA

BeEwEIs:
Teile A in 4 kleinere Dreiecke A{ fur j =1,...,4, die durch die Seitenmitten (von

A) gebildet werden.
4

Lf f@dz| =Y [ f(z)dz

A =lon)

Das Maximum wird bei einem der vier Integrale angenommen. Nenne das ent-
sprechende Dreieck A;.

Unterteile nun A; analog und erhalte A, ... Daraus ergibt sich eine Folge (A;)qen
von Dreiecken mit Summe der Seitenlangen L(dA,) = 1L(A,_1) = ... = 27"L(9A).

-2
Lf f(2)dz| < 4" L [ f2)dz
A An

in C. Da A, kompakt, existiert genau ein z, € C mit {zo} () A,.
nelN

.....

. Die Dreiecke (A,),en bilden eine Intervallschachtelung

f istholomorph = f(z) = f(z0) + f'(z0)(z — 2z0) + §(2)(z — z0) mit g(z) — 0 fiir z — 2.
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[ [f(z0) + f'(z0)(z = 20)] dz = 0 (Beispiel 6.28)
A
L =|[ f@ dzl = L | 8@z - zO)dz‘ < L@A,) - sup |z = 20 3(2)
z€IA,
< L(&An)2 sup |g(z)| < 47" - L(AA)* - sup |g(2)I.
z€INA, z€dA,
Lf f(z)dz| < 4" L [ f@)dz| <4" -4 -LE@A)?-  suplg) — 0fiirn — .
A A, z€IN,

—0 fiir n—o0, da z—zg

= [ fz)dz = 0.
oA

BEMERKUNG 7.3.
In Satz 7.2 gentigt es, wenn f holomorph in G\ {p} fiir ein p € G und stetig in G ist:

e fallsp ¢ A, andert sich nichts am Beweis;

e falls p eine Ecke von A ist, so ist f holomorph in einer Umgebung von drei
der vier Teildreiecken von A. Fiir diese Teildreiecke ist das Integral 0. Also
ff(z)dz_ [ f@dz= [ f()dz=...= [ f(z)dz — O fiirn - oo;

IS} LY 9Ay
o falls schliefilich p € A beliebig, unterteile A zunédchst in drei (bzw. zwei, falls

p € dA) Teildreiecke, bei denen p jeweils an der Spitze liegt. Nach dem eben
Gezeigten ist das Integral fiir tiber jedes Teildreieck 0.

Iterativ sieht man, dass im Lemma von Goursat gentigt: f stetig in ganz G und f
holomorph in G bis auf endlich viele Punkte.

Sarz 7.4 (Cauchyscher Integralsatz fiir konvexe Gebiete).
Sei 0 # G C C ein konvexes Gebiet, f : G — C stetig, f holomorph in G bis auf endlich

viele Punkte. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve I' C G: f f(z)dz =0.
r

BeweEis:

Nach dem Lemma von Goursat (7.2) bzw. nach Bemerkung 7.3 ist f f(z)dz =0

IA
Nach Satz 6.29 folgt die Behauptung.
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Sarz 7.5 (Cauchysche Integralformel fiir konvexe Gebiete).
Sei ) # G C C ein konvexes Gebiet, f : G — G holomorph, I C G eine geschlossene
Kuruve.

Fiir z € G\ R() gilt f(z) Indr(2) = 5= [ L2 dw
r

Speziell gilt fiir den Rand des Kreises (positiv orientiert) B(z,r) C G:

f(Z) 27‘(1 % dw
[w—z|=r
BeweEis: s
(@)-f(2) _
Zuz € G\ R() definiere g(w) = { _#= 7%
f "(2) , W = Z.

Da f holomorph ist, ist g stetig in G und holomorph fiir w # z.

Nach dem Cauchy- Integralsatz gilt:
0= f gw)dw = [L2dw - f(2) [ L dw = [ L2 dw - 27if(2) Indr (2).
r r

w—z w—z
r

Sarz 7.6 (Potenzreihendarstellung holomorpher Funktionen).
Sei 0 # G C Coffen, f : G — C holomorph. Dann ist f in G durch Potenzreihen
darstellbar und insbesondere unendlich oft komplex (und damit reell) differenzierbar.

Fiir a € G und ry > 0 mit B(a, ry) C G gilt:

f(z) = X cu(z—a)" mit|c, = @ _ 1 Il L@ | (wobei 0 < r < 1y).
n=0

n! T 2w (w—a)+1
|z—al=r

Weiter gilt |c,| < r™" |£1_1aaltz<r If(2)l.

BEWEIS:
Da B(a, r9) konvex ist, konnen wir die Cauchy-Integralformel auf die Kreislinie
Lo =1yl )/M(t) =a+ret,t € [0,2n] anwenden.

= f(z) = o f U = dw fiir z € B(a, 7).

Nach Satz 6.21 ist f durch Potenzreihen darstellbar, und
_ e _ 1 f@ _ g

n n! T 2mi (w—a)n+1
FII,V
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Beachte, dass das Integral durch f"(a) bestimmt ist, d.h. unabhéngig von r ist.

leal < 5 L(Fa ’) Jhax |f@)r" =7 " max |f (@)

—2nr

Sarz 7.7 (von Morera).
Sei®) # G C Coffen, f : G — C stetig mit f f(z)dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck

A
A cG.
Dann ist f holomorph in G.

BEwEIs:
Betrachte wie in Satz 7.6 f [(,. Nach Satz 6.29 hat f holomorphe Stammfunktion
Fin B(a,r). Nach Satz 7.6 ist F' = f holomorph in B(g, r).

O

Sarz 7.8 (von Liouville).
Jede beschriinkte ganze Funktion ist konstant.

BEWEIS:
Sei f holomorph in C. Nach Satz 7.6 existiert eine Potenzreihendarstellung f(z) =
Z c,Z" mit |c,| < r ™" max lfz)| <r™" sup — 0flirr - coundn > 1.
n=0 IzI= zeClf(2)|
——

Somit ¢, =0 fiirn > 1, d.h. f(z) = co istoionstant.

Sarz 7.9 (Fundamentalsatz der Algebra).
Jedes komplexe Polynom P vom Grad n > 1 besitzt n Nullstellen (inklusive Vielfachheit).

Jede Matrix A € C™" besitzt n Eigenwerte.

BeweEis:

(i) Fiir P(z) = Z ajz/ mita, # 0 gilt [P(z)| > |2"] - > '””' fiir

[
ol 42
z z

|a,| —

|z| > R mit R > (0 geeignet.
Falls P keine Nullstelle besitzt, ist § eine ganze Funktion. Wahlt man R so
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1

grof3, dass |P(z)| > 1 fiir |z| > R, so gilt sup |%‘ < max {1,max 59
zeC

|zI<R

}<oo,da

% als stetige Funktion auf {|z| < R} beschrénkt ist.
Nach dem Satz von Liouville ist  konstant, Widerspruch.

(i) Nach (i) hat P mindestens eine Nullstelle A € C. Dann ist P(z) = (z — A)P4(z)
mit deg(P1) = n—1. Falls n =1 > 1, wende (i) auf P; an, usw. Insgesamt
erhélt man n (nicht notwendig verschiedene) Nullstellen.

(iii) Die Aussage tiber Eigenwerte folgt sofort, da die Eigenwerte die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms sind.



8. Isolierte Singularititen und Laurentreihen

WoRUM GEHT’S? 8.1.
Die Menge der Nullstellen einer holomorphen Funktion sind abzédhlbar. Daraus
folgt der wichtige Identitatssatz.

Eine isolierte Singularitdt ist ein Punkt, so dass die Funktion in einer Umge-
bung, (aber nicht unbedingt im Punkt selbst holomorph) ist. Diese Singularitdten
konnen beschrieben werden, was zu den Laurentreihen und zum Residuum fiihrt.

DEeFINITION 8.2.
Sei @ # G c C offen.

(a) Die Menge der in G holomorphen Funktionen wird mit H(G) bezeichnet.

(b) Die Menge N(f) :={a € G: f(a) = 0} heifit die Nullstellenmenge von f.

Sarz 8.3.
Sei G ein Gebiet, f € H(G). Dann gilt: N(f) = G, d.h. f = 0, oder N(f) ist abzihlbar
und hat keinen Haufungspunkt in G.

In diesem Fall (also f # 0) existiert zu a € N(f) eine eindeutig bestimmte Zahl m € IN
mit f(z) = (z — a)"g(z) fiir ein geeignetes § € H(G) mit g(a) # 0. Die Zahl m heifst die
Nullstellenordnung von f an der Stelle a.

Fiir den Beweis brauchen wir ein Lemma:

LeEmMma 8.4.
Sei G C C offen, dann ist G eine abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen.

BEwEIs:

Setze Ay := {z € G : [z < k, dist(z,dG) > 1}.

Dann ist Ax = G N 71 ([0,k]) N @5 ([3, =) fiir die zwei stetigen Funktionen V; :
z - |z, @y : z > dist(z, JG).

Daher ist Ay abgeschlossen und beschrankt, also kompakt.

Offensichtlich ist G = G Ag.
k=1
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Beweis: (von Satz 8.3)
Sei H := {z € G : z ist Haeufungspunkt von N(f)}.

(i) Dadie Menge der Haufungspunkte von N(f) eine abgeschlossene Teilmenge

von G C C sind, ist H abgeschlossen in G (d.h. in der Relativtopologie von
G).

(ii) Wir zeigen, dass H auch offen in G ist:
Da f stetig ist, gilt f(a) =0 fiir a€H.Seiae N(f) und r > 0 mit B(a, r) C G.
Nach Satz 7.6 gilt f(z) = Z cu(z —a)" tir z € B(a,r). Wegen f(a) = 0 folgt

co = 0. Entweder giltc, = 0 fur allen >1,d.h. f = 0in B(a, r), oder es existiert

eine Zahl m > 1 mitc; =, = ... = ¢,-1 = 0, ¢, # 0. In diesem Fall setze
(z-a)"f(z) ,z€G\la),

§(2) = j@ ze
Cm ,Z = 4.

Offensichtlich ist ¢ € H(G\ {a}). Nach Definition von m gilt

g(z) = Z Ca(z = a)"™ = Y, Cram(z — a) (wegen ¢ = ... = cpy_q = 0).
k=0
Die Relhe tir g konvergiert in B(a, r), also ist g holomorph (fortsetzbar) an

der Stelle a mit g(a) = c,, # 0.

Da g stetig ist, folgt g(z) # 0 (und damit f(z) # 0) fiir alle z # a in einer
Umgebung von a.

= a ist die einzige Nullstelle von f in einer Umgebung von a.

= g ist kein Haufungspunkt von N(f).

Fir a € H folgt f = 0 in einer Umgebung von 4, d.h. z € H fiir z in einer
Umgebung von a.
= H ist offen in G.

(iif) H istnach (i) und (ii) offen und abgeschlossen in G. Da G ein Gebiet ist, folgt
H=G(= f=0inG)oder H = 0.

(iv) Falls f # 0 und K C G kompakt, kann K N N(f) nur endlich sein (sonst hitte
K N N(f) einen Haufungspunkt in K C G - nach Bolzano-Weierstrafs).

Nach Lemma 8.4 ist G eine abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen. =
N(f) ist abzdhlbar.

Korovrrar 8.5 (Identitatssatz).
Seien G C C ein Gebiet und f, g € H(G) mit f(z) = g(z) auf einer Menge, die in G einen
Hiufungspunkt besitzt. Dann ist f = g.
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BEwEIs:
Wende Satz 8.3 auf f — g an.

BEMERKUNG 8.6.
Auflerhalb von G kann N(f) einen Hiaufungspunkt besitzen. Z.B. f : C\ {0} — C,
z > sini. Dannist f € H(C \ {0}) und 0 ist Hiufungspunkt von N(f).

DEerINITION 8.7 (isolierte Singularitét).

Sei G C C offen. Ein Punkt a € G heif3it isolierte Singularitit einer Funktion f,
falls f € H(U \ {a}) fiir eine offene Umgebung U von a.

Falls f fortgesetzt werden kann zu einer Funktion, die in einer offenen Umgebung
von a (inklusive a) holomorph ist, dann heift 2 eine hebbare Singularitit von f.

Z.B. hat #22 hat eine (durch den Wert 1) hebbare Singularitit bei z = 0.

Sarz 8.8 (Hebbarkeitssatz).
Sei G C C offen, f € H(G \ {a}) beschrinkt in einer Umgebung von a. Dann ist a eine
hebbare Singularitiit.

BeEwEIs:
_ )2 )
Definiere h(z) := (z—-a)yfz) ,z#a
0 , 2 =d.
lim “240) _ Jim(z - 4)f(z) = 0, da f beschréinkt bei a.

zZ—a z—a

= h ist komplex differenzierbar ina. = h € H(G) (da f € H(G\ {a})).

Sei B(a, r) C G. Dann existiert eine Darstellung h(z) = f cu(z—a)". Esistcy = h(a) =
n=0
0, c; =W (a) = 0. Damit ist f(z) = (z —a)?h(z) = Y, cpea(z —a)" fiir z # a.
n=0
Setze f(a) :=co = f € H(G).

Sarz 8.9 (von Casorati-Weierstraf).
Sei G c Coffen, a € G, f € H(G \ {a}). Dann liegt einer der drei folgenden Fille vor:

(1) f hat eine hebbare Singularitit an der Stelle a. In diesem Fall ist f beschrinkt.

(2) Es gibt m € Nundc_4,...,c_y € C, s0dass f(z) - f C_n(z — a)™ eine hebbare
1

Singularitit an der Stelle a hat. In diesem Fall gilt |(Z)T:—> oo fiir z — a.



8. Isolierte Singularititen und Laurentreihen 25

(3) Fiir jedes r > 0 ist der Wertebereich f(B(a,r) \ {a}) dicht in C.

DEerINITION 8.10.

(a) In obiger Situation liege Fall (2) vor. Dann heift a ein Pol der Ordnung m

von f (wihle dabei m minimal) und ) c_,(z — a)""! der Hauptteil von f.
n=1

Der Koeffizient c_; von (z — a)™! heif}t das Residuum von f an der Stelle a.

res(f,a) := res,,f(z) == c1

(b) Falls Fall (3) vorliegt, heift a eine wesentlich Singularitit von f.

Beweis: (von Satz 8.9)

Angenommen, Fall (3) liegt nicht vor. = dr>03dw e C 36> 0:|f(z) —w| >0
(z € B:=B(a,r)\ {a)).

Setze ¢(z) := f(z§_w fiir z € B. Dann ist ¢ € H(B) mit |g(z)| < 1 fiir z € B.
Nach dem Hebbarkeitssatz gilt ¢ € H(B(a, 1)).

(i) Falls g(a) # 0, so ist f(z) = $ + w in einer Umgebung von a beschrankt,

besitzt also eine holomorphe Fortsetzung f € H(G). D.h. Fall (1).

(ii) g(a) = 0. Nach Satz 8.3 hat g an der Stelle a eine Nullstelle der Ordnung m,
d.h. g(z) = (z — a)"g(z) fiir ein g € H(B(a, r)) mit g(a) # 0.
Nach Definition gilt ¢(z) # 0 fiir z € B, d.h. g(z) # 0 fiir z € B(a, 7).
=h:= % € H(B(a,1)).

f(z) = ﬁ +w = (z—a)"h(z) + w fiir z € B.

Schreibe h(z) = io: bi(z — a)* fiir z € B(a, r).
k=0

-1 0
[e¢]
= f@) = L bun-af +w= ) az-af+ ) clz-a)
e=—m k=—m k=0
Hauptteil holomorph

DeriNITION 8.11.
Fiira € C,0 < r < R < oo definiere den Kreisring B(a,7,R) := {z € C|r < [z—a| < R}.
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LeMmma 8.12.
Seiena € C,0 <r <R < oo, f € H(B(a,r,R)).

Dann ist f f(z) dz unabhiingig von p € (r,R).
|z—al=p

BEWEISs:
Zerlegt man den Kreisring B(a, p1, p2) fiir r < p; < p» < R in Sektoren, so kann
man darstellen:

f f(z)dz — f f(z)dz = Z f f(z) dz, wobei die Kurven I'; in konvexen Teil-
lz—al=p |z—al=p1
bereichen von B(a, r, R) hegen

Nach dem Cauchy-Integralsatz in konvexen Gebieten ist f f(z)dt = 0 fiir alle j.
Tj
O

Sarz 8.13 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe).
Seiena € C,0<r<r <R <R< o, f € H(B(a,r,R)),ze€B(a,r,R). Dann gilt

fo=2% [ Paw-L [ Mo

|{w—al=R’ |w—al=r"

BEwEIs:

Wie oben zerlege B(a, 7', R") in Sektoren, welche in konvexen Teilen von B(a, r, R)
liegen. Dabei sei z auf keiner Trennlinie. Die zugehorigen Kurven seien I, ..., I',.
Dann liegt z in genau einem Sektor, ohne Einschréankt sei dies das Innere von I';.

1 ,fallsj=1;
Damit Indr,(z) ={ SRS = Y

0 , sonst.
n
L 1 o — 51 1D o = z B [ 4w = ¥, f(z)- Indr,(2) = f(z) nach
|w—a|=R’ |w—al|=r' i j=1

Cauchy-Integralformel fiir konvexe Geb1ete

Sarz 8.14 (Laurentreihe).
Sei f € H(B(a,7,R)). Dann gilt f(z) = Y., c(z — a) fiir z € B(a, 1, R).

k=—c0

Dabei ist fiir beliebiges p € (r, R) der Koeffizient ¢, gegeben durch

a=5 [ LY dwfirkez.

2mi (w—a)k+!
[w—al=p
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Beide Reihen Z c(z — a)f und Z cu(z — a)k konvergieren gleichmiifig auf kompakten

k=—c0

Teilmengen von B(a, 1, R).

BEMERKUNG 8.15.

Die Reihe in Satz 8.14 heifit Laurentreihe von f an der Stelle 2 und ist die Verall-
gemeinerung der Taylorreihe.

Falls sogar f € H(B(a,R)), dann ist die Laurentreihe gleich der Taylorreihe (die
Potenzreihe, die f darstellt).

chhtlgster Spezialfall von 8.14 ist r = 0, d.h. isolierte Singularitat.
H(z) := Z ck(z — a)* heiflt der Hauptteil von f an der Stelle a.

k=—co
Damit erhélt man eine Beschreibung wie im Satz von Casorati-Weierstrafs:

(i) f hat eine hebbare Singularititina & H(z) =
(ii) f hateinen Pol an der Stelle a & H(z) ist eine endliche Summe (# 0);

(iii) f hat eine wesentliche Singularitét in a & H(z) ist eine unendliche Reihe =
¢x # 0 fiir unendlich viele k < 0 (und H(z) # 0).

Wieder setzt man res(f,a) := c_.

Bewers: (von Satz 8.14)
Seiz € B(a,r,R). Wahler <1 <R’ < Rmitz € B(a r,R’).

Nach Satz8.13ist f(z) = F(z)+H(z) mit F(z) : f ) ~dw,H(z) == -5~ f @ g

w—z
Iw—al R’ |lw—al=r"

F ist holomorph in B(g, r, R) und ldsst sich in einer Potenzreihe entwickeln: F(z) =

Z ck(z—a)k, wobei ¢, = 5= S _ 3w (unabhéngig von p € (r, R) nach Lemma
818 P

P 2 w-aimp (w—a)k+l
8.12).

. 1 _ 1 W—a. 1 _ 1 v (wa)
Fiir H(z) verwende — = ——[1 - . —a] 1= L EO (%) .

——
[|<1
S>H@) =-5 [ £24 z Ee-a [ f)w-a)dw = z c(z—a)t
|w—al=r" n=0 [w—al=r" k=

mit ¢, = ﬁ f f(w)(w — a)™ ! dw. (nach Lemma 8.12)

[w—al=p
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BEMERKUNG 8.16.
Falls f € H(B(a, r, 0)), so sagt man, dass f einen Pol der Ordnung m in co besitzt,
falls g(z) := f(1) einen Pol der Ordnung m bei 0 besitzt.

Analog wesentliche Singularitét in co.

BEISPIELE:
f(z) = 22 + z + 1 hat einen Pol zweiter Ordnung in oo, exp hat eine wesentliche
Singularitdt in co.



9. Der Residuensatz

WoRuUM GEHT’S? 9.1.

Falls eine Funktion nur Pole hat (— meromorphe Funktionen), kann man Integra-
le (tiber R) durch , Komplexifizierung” leicht berechnen. Dazu verwendet man
den Residuensatz, der das Integral iiber f darstellt als Summe der Residuen fiir
die Pole, die von meiner Kurve eingeschlossen werden.

Natiirlich kommt hier wieder die Windungszahl ins Spiel. Dazu gehoren Begriffe
wie Kette, Zyklus, Homologie, Homotopie.

a. Homologie und Homotopie

Ab sofort wird auf die formale Unterscheidung von Wegen und Kurven verzich-
tet. D.h. fiir einen Weg y ist f f= f f (Weg = stiickweise glatter Weg).

14 [r1
LEmma 9.2.
[@-f@w) 7+ w:
Sei® #+ G C Coffen, f € H(G). Definiere g: GXG — C, g(z, w) := f,z‘;” ’ ’
z ,Z=W.

Dann ist g stetig.

BEwEIs:
Zu zeigen ist die Stetigkeit an den Stellen (a,4) fiir a € G. Da f” stetig ist, existiert
zu ¢ > 0ein p > 0 mit B(a, p) C Gund |f'(&) — f'(a)| < ¢ fiir £ € B(a, p).

Sei (z,w) € B(a, p) X B(a,p),y :[0,1] - C,t = z + H{w — z2).
1
= f) - f@) = [ f&)de = [ f(y() dt{w - 2).
Y 0

1
= g(z,w) — g(a,a) = LY — fa) = [[£ (1) - (@] dt.
0

[|<e

= |g(z, w) — g(a,a)| < ¢ fiir (z,a) € B(a, p) X B(a, p).

DerinITION 9.3 (Kette).
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(a) Seienyy,..., v, WegeinC, K := R(y1) U... UR(yn).
Betrachte die zugehorigen linearen Funktionale T : C(K) — C, f = f f(z)dz

Vi
Eine Kette y ist eine formale Summe y = y; + ... + ), welche die Sum-
me der Funktionale induziert, T : C(K) — C,f = )}, T;f. D.h. wir setze
j=1
f f(z)dz = z [ f(z)dz fiir f € C(K).
j= ;/

Eine Kette in G ist eine Kette y mit R(y) C G.
Ein Zyklus ist eine Kette geschlossener Wege.

Eine Kette kann verschieden dargestellt werden:
es gilt Vit...+y,= yl +ooot U © RV UR>G,) = R(1) V... UR(m)

und z [ fz)dz = z ) f(z) dz fiir f € C(K).

=y, k=14

Schreibe —y fiir die Kette, bei der jeder Weg in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen wird.

(b) Die Summe von Ketten wird in offensichtlicher Weise definiert:

| fwydz = f f(2)dz + f f(z) dz fiir f € C(R(y) U R()).

Y
(c) Seiy = y1+ ...+ yu ein Zyklus, z # R(y). Definiere die Windungszahl
Ind,(z) == & [ WL w = ZIndy](z)
Y

Sarz 9.4.
Sei Q) # G C Coffen, y ein Zyklus in G mit Ind, (w) = 0 fiir w € C\ G. Sei f € H(G).

(a) Cauchyscher Integralsatz: f f(w)dw = 0.
'}/

(b) Cauchysche Integralformel: f(z)Ind,(z) = zi f i— dw fiir z € G\ R(y).
14

BeweEis:

(b) Definiere ¢ wie in Lemma 9.2 und setze h(z) := 2%1 f g(z,a)dw.
')/
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(i) hist holomorph in G: g stetig nach 9.2. Sei A C G ein abgeschlossenes
Dreieck.

[hz)dz = [ £ f 8z, dwdz = 3 | Lf g(z, 1)dz] dw (Fubini)
JA

JA 14

z = g(z, w) istholomorph in G \ {w} und stetig, also in einer Umgebung
von w beschrankt.
Nach dem Hebbarkeitssatz ist ¢ € H(G) (fortsetzbar).
= fg(z, w)dz=0= fh(z) dz = 0. Satz von Morera = h € H(G).
A A
(ii) h kann zu einer ganzen Funktion fortgesetzt werden:

setze Go := {z € C\ R(y) : Ind, (2) = O}, ho(2) := 2= [ L2 dw fiir z € G,

Y
Nach Voraussetzung ist C \ G C Gy.

N ——
=0

Fiir z € G N Gy ist ho(z) — h(z) = 5 [ L2 dw = f(2)Ind, (2) = 0.
V4

~ |z ,zeG;
hz) = {hg(z) 2¢G.

= h € H(C).
(iii) Anwendung des Satzes von Liouville: da Gy insbesondere die un-

beschriankte Zusammenhangskomponente von C \ R(y) enthilt, gilt

h(z) — 0 fiir |z| — co.

Nach Liouville folgt i = 0 und damit & = 0.

—~0=L (™SO g, - 1L

2mi w—z 2mi

Y g
(a) Wahlez € G\ R(y) und wende (b) anauf g: I' - C,w = (w — z) f(w).
meg—)dw_ gZ) f(Z)

\/_/ S~
~faw) =

M G — f(z)Ind, (2).

BEMERKUNG 9.5.

(a) Falls G c C konvex ist und y ein Weg in G ist, so ist Indg(z) = 0 fiirz € C\ G.
Also ist Satz 9.4 anwendbar, und man erhélt den Cauchy-Integralsatz fiir
konvexe Gebiete (7.5).
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(b) Analog folgt der Cauchy-Integralsatz fiir Kreisringe (8.13), wenn man Satz
9.4 anwendet auf G := B(a,1,R), vy = y1 —ya mit R(y1) = {z : |z —4| =
R}, R(y2) =z : |z —al = 1}.

(c) AusSatz9.4 (a) folgt fiir zwei Zykel y1, y, mitInd,, (z) = Ind,, (z) fiirz € C\G:
[ fz)dz = [ f(z)dz.
71 Y2

BEMERKUNG 9.6.
Unter den Voraussetzungen von Satz 9.4 gilt:

Ind,(z) f(z) = 2 [ L9 g,

2ni J (w—z)r+t
7/

Beweis:
Iteratives Ableiten der Formel aus Satz 9.4 (b) nach z (beachte: Ind, ist lokal
konstant).

O

DEerFINITION 9.7 (HOomologie und Homotopie).

(a) Sei® # G c C offen, y1, 7, zwei Zykel in G. Dann heifien y; und y, homolog
in G, falls Ind,, (z) = Ind,,(z) fiirz € C\T.
Ein Zyklus y in G heifst nullhomolog, falls Ind,(z) = 0 fiirz € C\ G.

(b) Sei @ # I' c C offen und yo,y;1 : [0,1] — G zwei Wege mit _0(0) = y1(0),
v0(1) = y1(1). Dann heifien y, und y; homotop in G, falls es eine stetige
Funktion H : [0,1] X [0, 1] — G gibt mit H(-,0) = yo,H(-,1) = 1 und H(0, 7) =
v0(0), H(1, 7) = yo(1) fiir 7 € [0, 1].

y heifit nullhomotop & y ist homotop zum konstanten Weg y(t) := c fiir
te€[0,1]und einc € G.

Beides definiert Aquivalenzrelationen.

(c) Die Menge der Aquivalenzklassen bzgl Homotopie heif}t die Fundamental-
gruppe von G.
G heifst einfach zusammenhingend, falls jeder geschlossene Weg in G null-
homotop ist.

LEMMa 9.8.
Seien vy, 1 : [0,1] — C fiir z € C (yo, 1 geschlossen).
Falls |g1(t) — yo(t)| < |z = po(t) fiir t € [0,1], dann gilt Ind,,(z) = Ind,, (2).
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BEwEIs: o
1(t)—z
Nach Vorau(isetzun% gilt z & R(y0), z € R(y1). Setze y(t) := ;l ot
‘() 4 Yol o®)—y1(®)l
= ?/(t Sz~ e und 11—yl = Vloy (t; 1z| < 1fiirt €[0,1].

Damit 0 ¢ R(y), da ]R( ) C B(1,1) = Ind, (0) =

1 1
0 = 2miInd, (0) = f 20 dt = yygt“) dt — yygj;)z dt = 27i(Ind,, (z) — Ind,, (2)).

BEMERKUNG 9.9.

(a) Sei G C C offen, vy, )1 geschlossene Wege in G. Mit Lemma 9.8 kann man
zeigen:
Y0, 71 sind nullhomotop = ¥y, y1 nullhomolog.

(b) Der Satz von Cauchy gilt somit fiir nullhomologe Zykel. Insbesondere gilt
der Satz in einfach zusammenhadngenden Gebieten fiir jeden geschlossenen
Weg.
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b. Der Residuensatz

DeFINITION 9.10.

Sei G C C offen. f ist meromorphauf G: & f € M(G): < AP, CG: f € H(G\Py),
f hat einen Pol an jeder Stelle p € Py, Py hat keinen Haufungspunkt in G.

(= Pf hochstens abzéhlbar)

Sarz 9.11 (Residuensatz).
(i) Sei® # G C Coffen, f € M(G) mit Polmenge Py. Sei y ein nullhomologer Zyklus
inT \ Pf
Dann gzlt ff(z) dz = ), res(f,p)Ind, (p).

pEPf

(ii) Insbesondere gilt fiir einen geschlossenen Integrationsweg in G \ Py: 5 f f(z)dz
ist die Summe aller Residuen der vom Weg eingeschlossenen Pole.

BEISPIEIJO 9.12.
Es gilt f T ds = m.

Setze f(z) = 11 = 1 (L - &) = f € M(C), Py = (i, —i), res(f,i) = %.

l+z2 z—i Z+i

Integrationsweg: dHg, Hg :={z € C : Imz > 0, |z| < R}.
[ f(2)dz = 2mires(f, i) = m.

JdHR

Abschitzung des Integrals tiber dem Halbkreis:
Parametrisierung z = y(p) = Re', ¢ € [0, 7t].
= (@I<IR,1+2% 2z -1=R*-1.

= f f(z)dz‘<fRZ dp = ﬁ — 0 fiir R — oo.

z|=R,Im z>0

f feyiz = [ ol
_R —00
Damit f medy=lim [ f@)dz=m.

BEeispieL 9.13.
Esgilt [ 2 dx=r ( lim f sinx dx)

R—o0 *
-0

Setze f(z) = < = f € M(C),Ps = {0).
y1:[0,R] = C,t > R+ it
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Y2 [-R,R] = C,t —» -t +iR
y3:[0,R] = C,t > —R+i(1-1)

f ist im eingeschlossenen Bereich holomorph = f f(2)dz=0,y =y1+...+ s
')/

(i) y1: Integrand < % (lf i) < % ' fiir t € [0, R])

R
= |[f)dz| < [ dt <L > 0firR - .
1 0
Genauso Lf f(z)dz| = 0 fiir R — oo.

R
< f %dt =2¢ R > 0fiirR — oo. (|e?] = e™?)

(ii) y2:Integrand < % = Lf f(z)dz

(iii) Integral iiber den kleinen Halbkreis (um Polstelle bei 0) in negativer Rich-
tung

- ff(eel¢) ice' dop = —zfexp(ee“f’)d(p — —infire — 0.

R R
Integrale auf der reellen Achse: f % dx + f % dx = f Cdx =2i f T dx =
_R :

& &

i [ gy [ #Xgyfiir R > cound e — 0.
[-R,e]U[¢,R] -

(iv) Insgesamt:i [ S22 dx —im =0,dh. [ iy =7

Beweis: (von Satz 9.11)

(@) (i) Wir zeigen, dass PO {p € 1 : Ind,(p) # 0} endlich ist:
Angenommen, es ex1st1eren unendlich viele (p,),en C Py mitInd, (p,) #
0. Da Ind, = 0 in der unbeschréankten Zusammenhangskomponente
von C \ R(y), muss (p,)nen beschrankt sein. Damit hat (p,).en einen
Haufungspunkt p € dG. Wegen R(y) C G folgt Ind, (p) = 0. Da Zusam-
menhangskomponenten offen sind und Ind, lokal konstant ist, folgt
pn = 0 fiir unendlich viele n, Widerspruch.

Se1P0 1, Pml-
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(ii) Seien hy,...,h, die Hauptteile von f an den Stellen py, ..., p,. Dann ist
g:=f—-m —... = h, holomorph (fortsetzbar) in G.
:o:fgn&:fﬂ@ﬂ—;fmmﬂ.
14 14 =y

- v 0 !
Sei hj(z) = I_Z .c]. (z-pj).

1 1
— (k) 11, — D
3o fh (2)dz = 5 f Z (z—pj)dz= G 5 — dz.
——
—res(fp))
=Ind, (p;)

(b) folgt sofort aus (a), da Ind, (p) = 1, falls p vom Integrationsweg eingeschlos-
sen wird, und Ind, (p) = 0, falls p aufserhalb liegt.

O

BEMERKUNG 9.14.
Sei G ein Gebiet a eine Polstelle von f.
res(f,a) = 5= f f(w) dw fiir r klein.

|w—al=r
Sei f = £, h(z) = (z — a)"¢(z), ¢ € H(G), p(a) # 0.

w (m-1)

= res(f,a) = f g((w)) o a)m dw = = 1), (—) (a) (nach Lemma 9.6)

Iw al=r

WIE KANN ICH EIN RESIDUUM BERECHNEN?

e direkt aus der Laurentreihe ablesen (Koeffizient bei (z — a)™});

e f =3, hhat m-fache Nullstelle, ¢ wie oben:

(m=1)
res(f,a) = o5 (§) (@)
o f= %, h hat eine einfache Nullstelle:
Nﬂm—f&—hm@—mﬂ@

e g ein einfacher Pol von f, g € H(G) = res(f - g,a) = g(a) - res(f, a);

e Residuum ist linear, z.B. a Polstelle von f und g € H(G) = res(af + g,a) =

ares(f,a).
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Sarz 9.15.

Sei G C Coffen, f € M(G), y ein geschlossener Weg in G\ Py mit f(z) # 0 fiir z € R(y),
Ind, (z) € {0, 1} fiir z € C \ R().

Sei N bzw. P die Anzahl der von y eingeschlossenen Nullstellen bzw. Polstellen von f
(inklusive Vielfachheit).

Dannist| N =P = —.ff'(z) dz.
y

Beweis:
Sei p eine Nullstelle der Ordnung m, d.h. f(z) = (z — p)"g(z) mit g(z) # 0 in einer
Umgebung von p.

g@

@ _ m(z—p)" ' g(2)+(z—p)" g’ (2) _
8@

f@ (z—p)"g(z)

_m +
z=p

% ist nahe p holomorph = res(%, p) = m.

Analog folgt bei einem Pol der Ordnung m: res(?, p) = —m.

Behauptung folgt jetzt aus dem Residuensatz.

KoRoOLLAR 9.16 (Fundamentalsatz der Algebra).
Ein Polynom P vom Grad n iiber C besitzt genau n Nullstellen.

BEwEISSKIZZE:
Wihle R > 0 mit [P(z)| > 1 fiir |z| > R.
Piz)=a,z"+...+a1z+ay,a, #0,

P'(z) _ napz"'+.4a; _ n - ] .
5 = arrom 2T Z‘zc]z (Laurentreihe um 0)
]:

Nach Satz 9.15ist N = ﬁ f 1;((;)) dz = res(%,O) =n.

|zI=R

Sarz 9.17.
Sei G C C, y ein nullhomologer Weg in G, Ind, (z) € {0, 1} fiirz € C\R(y). Zu f € H(G)
sei Ny die Anzahl der von y eingeschlossenen Nullstellen von f.

(a) Falls f(z) # 0 fiir z € R(y), so ist Ny = sz f % dz = Ind,,(0).
y
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(b) (Satz von Rouché). Falls f, g € sH(G) mit

f(2) = 8@ < |f (@)l fiir z € R(y),

so ist Ny = Njq.

BeweEis:

b
1 [ U@ 1 f ®)y'®) 1 ([fe
(@) Indf.,(0) = 5= f o5 dt = w ] TRom dt = - f L8 dz =Ny (nach 9.15)

(b) Nach Voraussetzung gilt f(z) # 0, g(z) # 0 fiir z € R(y).
Nach (a) gilt Ny = Ind,,(0), Ng = Ind.,(0).
Wende nun Lemma 9.8 auf 7/0 =foy,y1:=g0vy,z=0an.



10. Der Wertebereich holomorpher Funktionen

WorumMm GeHT’s? 10.1.
Wir wissen schon etwas tiber Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen
(z.B. Casorati-Weierstrafs).

Hier kommt einiges in dieser Richtung dazu: f(G) ist ein Gebiet (fiir G ein Gebiet),
Maximumprinzip (kein Betragsmaximum im Gebiet), Winkeltreue (konforme Ab-
bildungen).

Sarz 10.2.

Sei G c C offen, f € H(G), z0 € G, f'(z0) # 0.

Dann existiert eine offene Umgebung V C G von zy, so dass f|y biholomorph ist, d.h. f|y
ist bijektiv, f(V) ist offen, (fly)! ist holomorph.

Esist (f71)(w) = Wﬁtr w e f(V).

BEwEis:
Siehe Analysis II (Satz von der lokalen Umkehrbarkeit).

DEerINITION 10.3 (0ffene Abbildung).
Seien X,Y topologische Raume. Eine Abbildung f : X — Y heifit offen, falls
f(U) C Y offen fiir jedes U C X offen.

BeisrieL 10.4.
Fiir m € IN betrachte die Potenzfunktion 7, : z +— z". Dann ist 7, : C — C offen:
Falls U c C\ {0} offen ist, so ist 7,,(U) offen nach Satz 10.2.

Zu zeigen ist, dass 7,,(0) = 0 ein innerer Punkt von m,,(U) ist, falls 0 € U, U offen.
Das ist klar, wegen m,,(B(0, 1)) = B(0, ™).

.. 27j+0 (.. 1
7 e .. ] — 4,10
BeacHTE: 2" = w hat m Losungen z; := Rfr exp(i——) fiir w = re”.

Sarz 10.5.

Sei G C C ein Gebiet, f € H(G) nicht konstant, zy € G und wy = f(zo). Es sei m die
Nullstellenordnung von z = f(z) — wy.

Dann existiert eine offene Umgebung U von zy und ein ¢ € H(G) mit f —wo = 1, 0 @
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in U.
Weiter gilt ¢'(z) # 0 fiir z € U und o(U) = B(0, r) fiir ein geeignetes r > 0.

Somit gilt f(z) = wy + @(2)".

BEWEISs:
Sei U C G eine konvexe Umgebung von z, so dass f(z) # wy fiir z # z, (die Existenz

von U folgt, da die Nullstellen von f — wy keine Hiiufungspunkte in G haben).
f(z)—wo=(z—z0)" - g(z) mit g € H(U) und g(z) # 0 fir z € U.
= £ ist holomorph in U. Damit hat ¢ eine Stammfunktion h.

(g exp(=h)) = g exp(=h) — g’ exp(-h) = g (£ = ') exp(=h) = 0
= gexp(—h) = c = g = cexp(h), ObdA c = 1 (wdhle Konstante in Stammfunktion

h entsprechend).
h(z) )

Wir setzen ¢(z) := (z — zo) exp (7

T © ¢ = (z — z0)" exp(h) = (z — 20)" g = f(2z) — wo.

¢’(z0) # 0. Damit existiert nach 10.2 eine Umgebung V mit ¢ |y biholomorph (und

¢'(z) # 0 fiirz € V), d.h. B(0,7) C (V) fiir ein geeignetes r. Setze U := ¢~1(B(0, 7)).
O

Sarz 10.6 (Satz von der offenen Abbildung, Satz von der Gebietstreue).
Sei G C Cein Gebiet und f € H(G), nicht konstant. Dann ist f offen und f(G) ein Gebiet.

BEwEIs:
Zu zeigen ist nur die Offenheit von f (f(G) ein Gebiet folgt dann aus Offenheit
und Stetigkeit von f).

Sei wy € f(G). Dann gilt (nach 10.5) f — wy = 7, 0 @. Da ¢’(z) # 0 fiir z € U (nach
Satz 10.5), damit ist ¢ nach 10.2 offen. = f — wy ist offen, = f ist offen.
O

Kororrar 10.7.
Sei G C C ein Gebiet und f € H(G) injektiv, dann gilt f'(z) # O fiir alle z € G und
f : G — f(G) ist biholomorph.

BEwEIs:
Angenommen, f’(zp) = O fiir ein zy € G. Dann hat die Funktion f —wy (wy := f(20))
eine m-fache Nullstelle in zy mit m > 2.
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Wende Satz 10.5 an und erhalte f — wy = 7, © @.
Widerspruch, weil 7, nicht injektiv ist (denn ¢ bildet auf eine Kugel ab und m,, ist in
jeder Umgebung nicht injektiv).

O

Sarz 10.8 (Maximumprinzip).
Sei G C C ein Gebiet und f € H(G).

(a) Falls |f| an der Stelle z, ein lokales Maximum hat, so ist f konstant.

(b) Falls G beschriinkt und f stetig in G ist, so gilt
f(2)| < max|f(w)| fiir z € G
BEWwEIs:

(a) Es sei f nicht konstant und z; ein lokales Maximum, d.h. es existiert eine
Umgebung U von z, so dass |f(z)| < |f(zo)| fiir z € U.
fU) c{w e C: |w| < |f(zo)l}. Damit ist f(U) nicht offen — Widerspruch.

(b) |f] nimmt Maximum an.
Fall 1: Maximum in zo € G = (nach (a)) f ist konstant.

Fall 2: Maximum in z; € JG. } = Behauptung.

Sarz 10.9 (Minimumprinzip).
Sei G C C ein Gebiet, f € H(G).

(a) Falls |f| an der Stelle zy € G ein lokales Minimum hat, dann gilt: f(zo) = 0 oder f
ist konstant.

(b) Falls G beschriinkt und f stetig auf G ist, so gilt:
Entweder hat f Nullstellen in G oder |f(z)| > mngl |f(w)| fiir z € G.

BeEwEls:
Wende Satz 10.8 auf 117 an.

DerintTION 10.10 (Schnittwinkel, winkeltreu, konform).

(a) Seien yq,y, : [-a,a] — C zwei glatte Wege mit y1(0) = y,(0) =: z,. Dann
heifdt
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750)
<):(7/1’ yZ)ZO = arg ()/?(0))

der (orientierte) Schnittwinkel von y; und y» in z.

(b) Sei G c C offen. Eine Funktion f : G — C heifit winkeltreu und ori-
entierungserhaltend, falls fiir alle glatten Wege 1,7, : [-4,a] — G mit

71(0) = 2(0) =: z gilt:
<):(f(')/1), f(VZ))f(zo) = <):(')/1,)/2)ZO.

(c) Sei G C C offen. Eine Funktion f : G — C heifst konform, falls f injektiv,
winkeltreu und orientierungserhaltend ist. Falls f nur lokal injektiv ist, so
spricht man von lokal konform.

BEMERKUNGEN 10.11.

1. %(y1,y2) ist nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt.

2. Sei G c C offen und f € H(G) mit f’(z) # 0 fiir z € G; dann ist f winkeltreu
und orientierungserhaltend.

— (foya) () _ f 2050 ) _ 750 ) _
S 1), f(2)) fa) = arg((ff;)(o)) = arg (f(yj(o—))yi(o)) = arg (m) = I(V1,Y2)z-

BEeisprieLE 10.12.

(a) exp-Funktion ist lokal konform.

(b) m, : C - C,z +— z"ist lokal konform in C \ {0}.
Fir k =0,...,n — 1 betrachte den Sektor S; := {z € C\ {0} : 27”k <argz <
Z(k+ 1)),
70, . Sy — C\ {0} ist konform.

Sarz 10.13 (Schwarzsches Lemma).
Sei f : B(0,1) — B(0, 1) holomorph mit f(0) = 0.

(a) Es gilt |f(z)| < |zl fiir z € B(0,1) und |f'(0)| < 1.

(b) Es gelte |f'(0)] = 1 oder |f(zo)| = |zl fiir ein zo € B(0,1) (= B(0,1) \ {0}). Dann
existiert ein @ € [0,2m) mit f(z) = 'z fiir z € B(0, 1).

Beweis:
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@ ,2#0,
“lf0 ,z=o.
keitssatz folgt g € H(B(0, 1)).
Nach dem Maximumprinzip folgt fiir |z| <7 < 1

(a) Betrachte g(z) = In B ist ¢ holomorph. Aus dem Hebbar-

lf@l _ 1
z)| £ max =.
8(@)| < max T =7

Fir r — 1 folgt |g(z)| < 1 fiir z € B(0, 1).

(b) Falls [f"(0)] = 1 oder |f(zo)| = Izol fiir zp # 0, so nimmt g sein Maximum in
B(0,1) an. Damit ist ¢ konstant nach dem Maximumprinzip mit [g(z)| = 1 =
¢(z) = é'p mit ¢ € [0,271] = Behauptung.



11. Folgen holomorpher Funktionen und der Riemann-
sche Abbildungssatz

WoruM GEHT’S? 11.1.

Wie immer muss man auch bei holomorphen Funktionen Folgen und entspre-
chende Konvergenzbegriffe betrachten. Am wichtigsten hier: lokal gleichméfige
Konvergenz.

Der Satz von Weierstraf besagt, dass der Limes holomorph ist und auch alle Ab-
leitungen konvergieren.

Nach dem Satz von Hurwitz gehen beim Limes keine Nullstellen verloren bzw.
kommen keine dazu (vgl. f,(x) := x* + % im Reellen).

Der Satz von Montel liefert ein Kriterium fiir lokal gleichméfiige Konvergenz.

Der Riemannsche Abbildungssatz sagt, dass jedes einfach zusammenhéangende
Gebiet biholomorph zur Kreisscheibe B(0, 1) ist. Dies ist einer der stiarksten Sitze
der Funktionentheorie und ein Beispiel in Richtung Klassifizierung von Gebieten.

a. Folgen holomorpher Funktionen

BEMERKUNG 11.2.
Sei 0 # G C G offen, (f,)nen eine Folge, £, : G — C, f : G — C.

(@) SeiM C G. f, — f gleichméfiig auf M :& sup|f,(z) — f(z)| = 0 fiir n — oo.
zeM

fa — f lokal gleichmaflig :< V z € G 3 Umgebung U C G: f, — f
gleichmafiig in U.

(b) f. — f gleichmiflig auf Kompakta :& f, — f gleichméafig auf jeder kom-
pakten Menge K C G.
(dies ist offensichtlich(!) dquivalent zur lokal gleichmiifligen Konvergenz)

Sei ¥ eine Familie von Funktionen, f : G - Cund M C G.

(c) F heifit beschrankt in M, falls sup{|f(z)| : f € F,z € M} < co.
¥ heifst lokal beschréanktin G :& V¥ z € G 3 eine Umgebung von z, in der
¥ beschréankt ist.

(d) ¥ gleichgradig stetiginM:& YzeMVe>030>0VzZ eM|z-2|<
OV feF |f(z) - f(Z)l <e.
¥ lokal gleichgradig stetigin G :< V¥ z € G 3 eine Umgebung U von z, so
dass ¥ gleichgradig stetig in U ist.
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(e) ¥ gleichméfig gleichgradig stetigin M :& V e >030 >0V zz €
M z=2'|<6, YV feF :|f(z) - f(Z) < e.
¥ lokal gleichmiflig gleichgradig stetig: analog.

(f) (fu)nen konvergiert lokal gleichmifsig gegen oo, falls fiir alle kompakten
Mengen K C G und fiir alle R > 0 ein ny € IN existiert mit |f,(z)| > R fir
z € K, n > ny.

Sarz 11.3 (von Weierstraf3).

Sei O # G C C offen, (fu)uen C H(G) lokal gleichmiifiig konvergent gegen f.

Dann ist f € H(G) und jede Folge ( f,g]))y,e]N der Ableitungen konvergiert lokal gleichmii-
Pig gegen ) fiir j € IN.

BeEweEis:
ACHTUNG FEHLERHAFT - KORREKTUR IM SKRIPT VON HERRN DENK
Nach Sitzen tiber gleichméfiige Konvergenz ist f stetig.

Sei A C G ein abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt f f(z)dz = lim f fa(z)dz = 0
A "N
(Vertauschen von Integral und gleichméfiigem Limes und Lemma von Goursat).

Nach dem Satz von Morera ist f € H(G).

Sei B(a, r) C G. Nach der Abschidtzung fiir die Koeffizienten der Potenzreihe (Satz
76) gilt 1, (@) = fO@I < jt-r) max|fu(z) - f@I fiirz € Ba,n).

—0, da f,— f gleichmiBig auf {|z—a|=r}
Damit folgt die gleichméfiige Konvergenz der Ableitungen.

Sarz 11.4 (von Hurwitz).
Sei Q) # G C C offen, (fu)nen € H(G) mit f, — f lokal gleichmifiig in G, seia € G. Falls
f # 0, sind dquivalent:

(i) f hat an der Stelle a eine Nullstelle der Ordnung m > 0.

(ii) Es existiert eine offene Umgebung U C G von a, so dass fiir alle B(a,r) C U ein
no = ny(r) existiert mit: fiir n > ng hat f, in B(a, r) genau m Nullstellen (inklusive
Vielfachheit).

BEwEIs:
Wegen f # 0 existiert eine Umgebung U von a mit: a ist die einzige Nullstelle von
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fin U.
Sei B(a,r) C U. Setze &(r) := ll’nilI_l |f(2)l. Da (fu)nen gleichméflig auf Kompakta

konvergiert, existiert ein no(r) mit | f,,(z) — f(z)| < e(r) < |f(2)| flir |z—a| = r,n > ny(r).
Nach dem Satz von Rouché haben f und f, die gleiche Anzahl von Nullstellen
(inklusive Vielfachheit) in B(a, ).

O

KoroLrar 11.5.
In der Situation von Satz 11.4 gilt:

(a) Ist jede f, nullstellenfrei in G, so auch f.
(b) Ist jedes f, injektiv, so auch f.

BeweEls:

(a) Satz von Hurwitz mit m = 0.

(b) Seia € G betrachte g,(z) := fu(z) — fu(a) in G\ {a} und wende (a) an.

DeFINITION 11.6.

Sei G ¢ C offen. Eine Familie ¥ C H(G) heifit normal, falls jede Folge in ¥ eine
Teilfolge besitzt, die lokal gleichméfiig gegen eine Funktion f € H(G) oder gegen
oo konvergiert.

Sarz 11.7 (von Montel).

Sei O # G C C offen, sei F C H(G) eine lokal beschriinkte Familie holomorpher Funktio-
nen.

Dann ist ¥ normal.

Ist insbesondere (f,)nen C H(G) lokal beschrinkt, so besitzt (f,)nen eine lokal gleichmii-
f8ig konvergente Teilfolge.

BeweEis:

Wie in Lemma 8.4 schreibe G als Vereinigung kompakter Mengen: G = (J Ax.
k=1
Nach Konstruktion der A, gilt YVke€ INdr=r(k) >0V z € Ax : B(z,2r) C Ags1.
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(i) Sei K C G kompakt. Wir zeigen, dass ¥ gleichmaéfiig gleichgradig stetig in
Kist. Wegen G = | J Ay existiert ein k € N mit K € Ax. ¥ lokal beschrankt =
k=1
AC>0mit|f(z)| <Cfir f € F,z € Ak

Waihle r = r(k) wie oben. Fiir f € F,z,z € K gilt B(w, r) C g fir w € s,
(dabei sei s,,» die Strecke von z nach z’).

1 f©
2mi f (zeta—w)? dC <

IC~wl=r

f@—-f@) =|[ f(w)dw

Iz -z &= max |f(w)l < z-7.

< |z—z'|'max |f'(w)| = |z—z'|- max
WES, 1 WES,,r

N ———

<C
Somitist f Lipschitz-stetig (= gleichméfig stetig) mit der Lipschitz-Konstanten
€, welche nicht von f abhingt. Somit ist ¥ gleichméfig gleichgradig stetig.

(ii) Sei K C G kompakt, (f,)en C F . Dannist (f,,),en beschrankt auf K und nach
(i) gleichgradig stetig auf K.
Nach dem Satz von Arzela-Ascoli besitzt (f,).en eine auf K gleichméfig
konvergente Teilfolge.

(iii) Sei(fu)nen C F . Dannbesitzt (f,),en nach (ii) eine auf A; konvergente Teilfol-
ge (fu,1)nen. Davon existiert nach (ii) eine (auch) auf A, konvergente Teilfolge
(fi2)nen usw.

Die Diagonalfolge (f,..)qen ist auf allen Ay, k € IN konvergent.
Sei K € G kompakt. Da K C A fiir ein Ay, konvergiert (f,,n)nen gleichméafig
auf K. Somit ist (f, »)sen ist lokal gleichmaflig konvergent.

b. Der Riemannsche Abbildungssatz

DEFINITION UND Sarz 11.8.
Fiir a € B(0, 1) definiere die Mobius-Transformation

ta : C\ (3} - C durch

‘Ua(Z) = 12

(@) s € H(C\ (L)) mit 1y(a) = 0.
() p7' = e
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(© pife) = L

Insbesondere ist u.,(0) = 1 — |af*, ui(a) = (1 — laf*)™".
(d) 1.(B(0,1)) = B(0,1) und |u,(z)| = 1 fiir |z| = 1.

BEwEIs:
(a) - (¢): nachrechnen.

(d) Seilzl =1,dh.z =e?,¢ €[0,2n).

: ‘ e’ —a
_ | &P=a | _ ,~ip| ., —
|lu'a(z)| - 1_&@({) - |e | e_l(P _ E - 1'
~——

=1

=1
Damit 1,(9B(0,1)) € 9B(0, 1).

Nach (b) ist u;! = p_, und damit u;'(dB(0, 1)) c dB(0,1), d.h. y, :

9B(0,1) ist bijektiv.

Nach dem Maximumprinzip ist u,(B(0, 1)) € B(0, 1).
Genauso wie vorher: 11,(B(0,1)) = B(0, 1).

LeEmma 11.9.
Sei G ¢ C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f € H(G) mit f(z) #
Dann existiert ein g € H(G) mit ¢* = f in G.

Beweis: )
Wegen f(z) # 0 fiir z € G ist f? € H(G).

L@ g, =

Nach dem Cauchy-Integralsatz (vgl. Bemerkung 9.9 (b)) ist f o)
Y

geschlossenen Weg in G.

Nach Satz 6.29 besitzt f?

f" exp(=F) — fexp(—F)% =0.
Also existiert ein ¢ # 0 mit f = ¢ - exp(F).

1 . 1. . .
Setze g :=c2 - exp(%), wobei c2 eine der beiden Wurzeln von c ist.

Sarz 11.10 (Riemannscher Abbildungssatz).

9B(0,1) —

O

0fiirz € G.

0 fiir jeden

eine Stammfunktion F in G. Dann ist (f(exp(=F)))’ =

O

Jedes einfach zusammenhiingende Gebiet O # G ¢ C ist biholomorph auf B(0, 1) abbildbar.
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BEMERKUNG:

e Einfach zusammenhédngende Gebiete konnen sehr kompliziert sein, vgl.
Buch von Janich.

e Fiir G = C kann der Satz nicht gelten, da sonst die Abbildung von G nach
B(0, 1) eine ganze beschrdankte Funktion und damit konstant nach Liouville
(7.8) wére.

BEWEIs:
Der Beweis gliedert sich in mehrere Schritte:

(i) Es existiert ein biholomorphes f € H(G) mit 0 € f(G) c B(0,1).

(ii) Setze ¥ :={h: f(G) — B(0, 1)|h ist biholomorph, h(0) = 0}.
Dann existiert ein ¢ € F mit |g’(0)| = sup |1’ (0)|.
heF

(iii) Die Funktion g : f(G) — B(0, 1) ist surjektiv.

Wenn wir (i) - (iii) gezeigt haben, ist go f : G — B(0, 1) die gesuchte biholomorphe
Abbildung.

zu (i) Seia € C\ G. Dann ist z = z — a eine holomorphe Funktion auf G ohne
Nullstelle. Nach Lemma 11.9 existiert eine Wurzel g € H(G) mit g*(z) =z —a
fir z € G.
Wegena ¢ Gistq(z) # 0 fiir z € G.
Es gilt g(w) # £q(z) fir w,z € Gmitz # w (1)
(denn sonst wire w —a = g*(w) = ¢*(z) =z —a,d.h. w = z)

Wihle ¢ € g(G). Nach dem Satz von der offenen Abbildung 10.6 ist q(G)
offen, d.h. es existiert ein r > 0 mit B(c, r) C g(G).

Esgilt|g(z) + c| > rflirze G (2)
(denn sonst existiert ein z € G mit q(z) € B(—c,r), d.h. —q(z) € B(c,r) C q(G);
somit existiert ein w € G mit —q(z) = q(w), Widerspruch zu (1))

Nach (2) gilt g(G) € C\ B(—c, r). Da q(G) offenist, gilt sogar q(G) € C\ B(-c, 1),
d.h. in (2) kann ,,>" durch ,,>" ersetzt werden.

g(z)+c

Definiere ]? durch ﬂz) = ——flrz e G.
Da |q(z) + c| > r, folgt Iﬂz)l <1firzeG,dh. ﬁG) C B(0,1). Da g injektiv ist
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zu (ii)

zu (iii)

11. Folgen holomorpher Funktionen und der Riemannsche Abbildungssatz

(vgl. (1)), ist auch finjektiv.

Sei zy € G beliebig. Definiere f(z) := 3( £) - f(z0)).
Dann ist f € H(G) injektiv mit f(G) C B(0,1) und f(zo) = 0, d.h. 0 € f(G).
Nach Korollar 10.7 ist f : G — f(G) biholomorph.

Sei ¥ = {h: f(G) — B(0,1)|h ist biholomorph auf h(f(G)) und h(0) = 0}.
Wegen idf((;) eF istF #0.
Setze a := sup |1’(0)| € [0, oo].
heF
Wegen ids) € F ista > 1.

Fir r > 0 mit B(0,r) € f(G) und h € H(f(G)) gilt nach der Cauchy-
Integralformel:

no)=5t [ Bd

|z|=r

Fiir h € F folgt |’ (0)| < 5= - 2mr - 5 = 1 < oo,

Daher gilt & = sup [1'(0)] < 1 < co.
heF
Also existiert eine Folge (gn)nen € F mit |g,(0)] — «a fiir n — oo.

Wegen |g,(z)| < 1 fiir z € f(G) ist (gn)nen gleichméflig beschrankt.

Nach dem Satz von Montel 11.7 existiert eine lokal gleichméfSig konvergente
Teilfolge, die wieder mit (g,),en bezeichnet sei.

Setze g := %i_x)l(}ogn e H(f(G)).

Da [g.(z)] < 1 fiir z € f(G), folgt |g(z)| < 1 fiir z € f(G). Nach dem Ma-
ximumprinzip (Satz 10.8) gilt |g(z)| < 1 fiir z € f(G). Nach dem Satz von
Weierstrafs (Satz 11.3) gilt auch g, — ¢’ lokal gleichméfiig und damit
/0)] = lim [g/(0)] = a > 1.

Es ist ebenso g(0) = %1_130 8:(0) = 0.

Daalle g, injektiv sind und g nicht konstantist (wegen ¢’(0) # 0), ist g injektiv
nach Korollar 11.5. Nach Korollar 10.7 ist g : f(G) — g(f(G)) biholomorph.
Insgesamt folgt also g € 7.

Angenommen, g : f(G) — B(0,1) ist nicht surjektiv. Wahle a € B(0,1) \
3(F(G)).

Sei u, die Mobius-Transformation zu a (siehe Definition 11.8). Dann ist
ta © § € H(f(G)) und injektiv (da ¢ und p, beide injektiv sind). Wegen
ta(a) = 0und a ¢ g(f(G)) folgt (u, o §)(z) # 0 fiir z € f(G).

Nach Lemma 11.9 existiert eine Wurzel h; € H(f(G)) von p, o g mit ;2 =
Lq © 8. hy ist injektiv, da fiir 111(z1) = h(2) folgt p, 0 g(z1) = hi(z1) = hi(zp) =
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Ua © §(z2) und damit z; = z,.

Definiere h : f(G) — B(0,1) durch & :
injektiv (damit biholomorph) mit /(0)
Somitisth € F.

Unyo) © h1. Dann ist h € H(f(G))
tn ) (11(0)) = 0 (siehe Satz 11.8).

Wir werden zeigen, dass |1’(0)| > |g’(0)| gilt, was ein Widerspruch zur Kon-
struktion von g in (ii) ist.
Setze w(z) := pi-a(t-1y(0)(2)). Fiir woh gilt (woh)(z) = p—a(tt-n, ©) (im0 (11(2)))?) =
H-o(1(2)%) = p-a(1a(8(2))) = 8(2)-
Damit gilt ¢’(0) = (w o h)’"(0) = w’( h(0) ) - h’(0) = w’(0) - K'(0).
——
=0

Wegen w € H(B(0, 1)) mit w(B(0, 1)) c B(0, 1), w(0) = 0 und w nicht bijektiv’,
folgt nach dem Schwarzschen Lemma 10.13: |w’(0)| < 1.
Damit gilt also |g"(0)] = | w’(0) | - |’ (0)| < |h’(0)|, Widerspruch zu (ii).
——
<1

lw ist nicht injektiv: nach Satz 11.8 ist iy, (0) : B(0, 1) — B(0, 1) eine Bijektion; insbesondere exi-
stieren z1, 25 € B(0,1) mit iy, (0)(z1) = 3, i (0)(z2) = —3. Dann ist w(z1) = p—a((3)?) = p=a((-3)*) =
w(zy), aber z1 # z5.



12. Ausblick

Nicht (oder fast nicht) behandelte Themen:

Teil I Differentialgleichungen

Stabilitdtstheorie
periodische Differentialgleichungen

orthogonale Polynome; spezielle Funktionen

selbstadjungierte Randwertprobleme (Spektraltheorie, Reihenentwick-

lungen nach Eigenfunktionen)

Teil I Funktionentheorie

unendliche Produkte

die Gamma-Funktion

die Zeta-Funktion und die Verbindung zur Zahlentheorie (Primzahl-

satz)
Fundamentalgruppen
Riemannsche Fldachen

konforme Abbildungen

Analysis insgesamt

Fixpunktsitze

Differentialgeometrie; globale Analysis
Konvergenzsitze fiir Integrale (— Maftheorie)
Topologie

Differentialformen

[P-Rdume

Fourier-Transformation

(AIV)
(AIV)

(A TV)
(A TV)
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