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1. Numerisches Rechnen

a. Zahlen und ihre Darstellung

Seix e R\ {0},g€N,g>2.

x:a-gN~Z.o:xv~g_V 1)

v=1

mit o € {1, -1} (Vorzeichen), N € Z, x, € {0,1, ..., — 1}

Zusatzforderung:

CX1¢O

e zujedemv € N gibteseinn > v mitx, # g—1.

Damit wird die Darstellung 1 eindeutig (normalisierte Darstellung).

Schreibweise o - 0, x1, X2, x3... g" (Gleitkommazahl)

BEISPIELE:

g = 10: Dezimalsystem: Ziffern 0,...,9

g = 2: Dualsystem: Ziffern 0, 1

g = 16: Hexadezimalsystem: Ziffern 0,1, ...,9,A,B,C,D,E,F

dezimal 0,111875 - 10?
z.B.x = 11,1875 { dual 0,10110011 - 24

hexadezimal 0,B3-16! =16 - (% + 22_6)

11,1875=1-8+40-4+1-2+1-1+0-1+0-1+1-1+1- L =16-(1-1+0-1-..)

Computer: g =2

t
Darstellbar sind dann die 0 und Zahlen der Form o - 2V - Y x,27V mit 0 €
v=1
{1,-1}, N~ < N*,x,, € {0,1},x; = 1 und einem festen ¢.

z.B. 64 Bit: 1 Bit: Vorzeichen, 11 Bit Hochzahl, 52 Bits: Mantisse (x, ..., x5) (IEEE-
Standard)

DEFINITION:
Die Menge M der Zahlen der Form (2) heifst Maschinenzahlen (endliche Menge!)



2 1. Numerisches Rechnen
Beispiel: nicht von der Form (2): 0, 1

Ist x eine Maschinenzahl # 0, so gilt:
gN -1 < |x| < gN

y € Rmit|y| > ¢V": Exponenteniiberlauf
y € Rmit |y| < ¢V ~': wird (in der Regel) durch Null ersetzt.

Beispiel: ¥ 1 konvergiert im PC!
n=1

b. Operationen mit Gleitpunktzahlen

Seix € Rmit|y| < ¢V, x=0-¢"- f g7
v=1
Y g , falls x;11 < § abrunden
rd(x) = =
a-yN- (Z x,g7" + g‘t) , falls xp1q > § aufrunden
v=1

Sei x ein Ndherungswert.

DEFINITION:

(a) x — x heifst absoluter Fehler,

(b) % heifst relativer Fehler (fiir x # 0).

SATZ:
(a) |rd(x) — x| <0,5¢N,

(b)

rd(x)—x
x

<0,5¢7 " (27") im Zweiersystem

DEFINITION:
Die Zahl 7 := 0,5 - ¢”'*! heifit relative Rechengenauigkeit.

1
1+§1
1+2—2



b Operationen mit Gleitpunktzahlen 3

1+54>1
1+ 75 =1 (27 kann noch exakt dargestellt werden)
= 2792= relative Rechengenauigkeit

gN T < 2—53

Setze ¢ := 9% = i(x) = x(1 + €) mit |¢| < 7.

X

VERKNUPFUNG VON GLEITKOMMAZAHLEN:

© € {+/ T /}

x,y € M: dann ist im Allgemeinen x o y ¢ M

= Runden: rd(x ¢ y) = (x ¢ y)(1 + &) mit |¢| < 7.

BEISPIEL: :

g:=19,t:=3

x=0,123-10° (Maschinenzahl)
y=0,456-10°

x+y =0,1230456 - 100 ¢ M
rd(x+y)=0,123-10° = x

x,y€R:
rd(x) = x(1 + &) mit|eq] < T
rd(y) = y(1 + &) mit |ex| < 7

rd(x) +rd(y) =x(1+ &)+ y(1+ &) =x+eax+y + &y

rd(x) + rd(y) — (x + y) = e1x + &2 (absoluter Fehler)
MAy)Gty) - ax oy Gy (relativer Fehler)
(x+y) x+y x+y

Fall sign(x) = sign(y):

rd(x)+rd(y)—(x+y) £1x &y
_— 2 —_ —| = < < -
) < oy p leq] x4y +|és| o le1] + |e2| < 27, also unpro
~—— ———
. <1 <1
blematisch!

Fall x  —y = grofler relativer Fehler.

AcuTUNG: Problematisch ist die Subtraktion zweier ungefahr gleicher Zahlen. (sie-
he Aufgabe I, 1a)



4 1. Numerisches Rechnen

rd(rd(x) o rd(y)) = x oy + F.
rd(rd(x)+rd(y)) = (x(1+e1)+y(1+e2))(1+e3) =... < x+y+(|x|+|y|)-2”c(|x|+|y|)-r2 =
x +y+ Fmit|F| < (x| + |y)(z? + 27).

AcurunG: Im Computer kann man nicht beliebig klammern:

(x+y)+z#x+ (y+z) (Wegen der Rundung)

c. Algorithmen

Algorithmus: Beschreibung einer Methode zur Losung einer gegebenen Aufga-
benstellung

e Bestimmtheit
e Endlichkeit (nach endlich vielen Schritten am Ziel)

e Allgemeingiiltigkeit
Auswahlkriterien unter Algorithmen: Rechenzeit, Stabilitat.

DEFINITION:
Sei A ein Algorithmus. Die Abbildung T4 : N — IN, welche jeder Anzahl von Ein-
gabedaten die Anzahl der Rechenoperationen zuordnet, heifst Komplexitidt von A.

BrispiEL:

1) Ta(n) = in(n +3) = in? + 3n = o(n?) (fiir n — o)

2) p(t) =ap+at+... +a,t", & € R, Berechne p(¢).
Aq: Eingabe n, (ay, ..., a,), &

p = do.
Fari:=1,...,n:

b= a;
Fiarj=1,...,i
b=b-¢&

{Ende der j-Schleife}
p=p+b

{Ende der i-Schleife}



d Das Hornerschema
Ausgabe p.
n Additionen, (1 +2+...+n) = @ Multiplikationen

= Ty, (n) = in* + 3n = a(n?).

d. Das Hornerschema

p(t) = aéo) + a(lo)t +...+ a,(f)t"; & € R; gesucht: p(&)

Setze a™ = 4%
AzZ
Fari=1,...,n:
@ ._ 0 ¢
an—l T an—i + an+1—i ) (S

Behauptung: a(()l) = p(&) (vgl. Ubungsaufgaben)

n Additionen, n Multiplikationen
Ty, (n) = 2n = o(n).



2. Interpolation

a. Problemstellung

Gegeben seien (t;,s;) € R%i=0,...,mty,..., tn paarweise verschieden.

Gesucht ist ein p(t) := i at mitp(t;) =s; (i=0,...,m) (1)
=0

Interpolationsaufgabe nach Lagrange:
Die (t;,5;) heifsen Stiitzpaare.

Anwendung:
feC(ab;R),a<ty<t;<...<t, <Dbsi:=f(t)
Gesucht: Interpolationspolynom.

Fall m = 1: klar (Gerade)
Fall m = 2: (Parabel)

b. Existenz und Eindeutigkeit

SATZ:
Die Interpolationsaufgabe nach Lagrange besitzt genau eine Losung.

BeEweEls:

(i) Eindeutigkeit:
Seien p und g Losungen der Interpolationsaufgabe nach Lagrange.
Bezeichnung: I',, sei der Raum der Polynome vom Grad < m.D.h. p,q € I1,,
und erfiillen (1).
Setze r(t) := p(t) — q(t). Dann gilt r € I1,,. Es ist r(t;) = p(t;)) — q(t;) = 0 fir
i=0,...,m= rhat mindestens m + 1 paarweise verschiedene Nullstellen
=r=0=p=y.

(ii) Existenz:
Wir setzen [;(t) := [] (%) furi=1,...,m, wohldefiniert, da Nenner stets
j=0,j#i \ "’
# 0.
Esgiltl; €Il firi=1,...,m
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0 itk
L(t) =
=14 i=k

Die /; heiflen Lagrange-Grundpolynome.

p(t) := ;0 silit)|; p € T, )
Es gilt p(ty) = ¥ sili(t) = seli(t) = s fiirk = 0, ..., m. 0
i=0

(2) heifst Interpolationsformel nach Lagrange.

BEMERKUNG:
Das Interpolationspolynom ist abhdngig von der Stiitzstellenwahl.

Gegeben ein &, p(&) =2.

c. Der Neville-Algorithmus

Seien (t;, s;) € IR? mit t; paarweise verschieden fiiri = 0,...,m. p(t) sei das Interpo-
lationspolynom nach Lagrange.

Gesucht p(&) fiir ein gegebenes & € R.

pm-1(t) sei das Interpolationspolynom zu den Stiitzpaaren (fy, so), . . ., (fm—1, Sm-1)
gm-1(t) sei das Interpolationspolynom zu den Stiitzpaaren (t1,51), ..., (tn, 5m)

LEMMA:
Es gilt:

p(t) — (f_tm)Pm—l(t)_(t_to)qm—l(t) = r(t)

to—tm

BeweEis:

r € I'T, klar.
i’(ti) — (ti—tm)Pm—l(i;)::]:—to)'an—l(ti) — (ti—tm:zljtfii—to)si =5 fur 1 <i<m-— 1,

_ (to—tm)so—0 __
1) = Lol

— Z(tu=to)sm _
H(tn) = =35~ = Sm.




8 2. Interpolation
= 1(t) = p(t) D

BEZEICHNUNG:
Pioin,..i. € Ix seidas Interpolationspolynom zu den Stiitzpaaren (¢, s;,), (ti,, Si,), - - -, (ti,, Si.)-

d. Der Interpolationsfehler

filabl >Ra<sty<t <...<t, <b(si= f(t))
p(t) sei das Interpolationspolynom zu f.

SATZ:
Sei f € C"*1[a, b], sei z € [a, b]; @ := min{z, to}, B := max{z, t,}.
Es gibt ein £ € (4, b) mit

(m+1)(c i
f@-p@ =G5t [[e--
=0

———
=w(z)

BEWEIS:
Setze ®(f) := f(t) - p() - 55 (f(2) = p(2))
(I)(m+l)(t) = f(m+1)(t) -0- (’ZJ*(’Zl))!(f(Z) _ p(z))

Furz e f{t,...,t,} klar.
Sei deshalb z ¢ {ty, ..., t,}

D(t) = f(t) - p(t) - Z2(f(2) — p(2))

DUD(t) = FreD () — B (£(2) - p(2))

Sei & mit ®"+D(&) = 0.

0= fom(g) - %( f(z) — p(z)) = Behauptung.

=0

—
O(ty) = f(tx) — plty) — a;((i’)‘) (fz) —p(z)) =0 fiirk=0,...,m.
—_—— ——
oz=0

@ besitzt in [, f] mindestens m + 2 Nullstellen.



e Tschebyscheff-Polynome

@’ besitzt in (@, ) mindestens m + 1 Nullstellen.

O+ besitzt in (@, B) mindestens eine Nullstelle.

Fehlerschranken:
zu g € Cla, b] sei ||gl| := max{(g(t)) : t € [a, b]}.

@)~ p@)l < L a(z)

(m+1)
If = pll < Lol
|lw|| ist abhéngig von der Stiitzstellenwahl £, .. ., t,,

— gilinstige Stiitzstellenwahl??
(d.h. so, dass ||w|| minimal wird)

wt) ="+ a, "+ +ag Q= {p € TLIp(H) = " +ay1 + ... +ap).

e. Tschebyscheff-Polynome

Zujedem n € N definiert man

T,:[-1,1] = R, T,(t) := cos(n - arccos(t))

LEMMA:
Firn > 1 gilt:

Tya(t) = 2tT,(t) — Tyra(2)

Ty +1(t) = cos((n + 1) - arccos(t)) =

= cos(n - arccos(t)) - cos(arccos(t)) — sin(n - arccos(t)) - sin(arccos(t))
T,_1(t) = cos((n — 1) - arccos(t)) =

= cos(n - arccos(t)) - cos(arccos(t)) + sin(n - arccos(t)) - sin(arccos(t))
Ty + Ty1 =2-cos(n-arccos(t)) -t = 2tT,(t)

Satz:
Damit sind wegen Ty = 1 und T; = t alle T}, n € N Polynome vom Grad n.
T,(t) = 2" 1" + a,_t" 1 + ... +ap.
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BEwErs:
Induktion mit vorangegangenem Lemma.

BEZEICHNUNG:
Die T, heifSen Tschebyscheff-Polynome 1. Art.

To(t) =1, Ty(t) = t, To(t) = 212 — 1, T(t) = 41> — 3t.

EIGENSCHAFTEN:

(1) Symmetrie: T,,(—t) = (=1)"T,(#),
(2) Tn(l) = 1/ Tn(_l) = (_1)71’ |Tn(t)| <1Vte [_1/ 1] = ”Tn”[—l,l] = 1/

(3) Nullstellen: T, hat n einfache Nullstellen in [-1, 1]:
ti = cos(zé—;l-n) firi=0,...,n-1,

(4) Extremstellen: T), hat in [-1, 1] genau (n + 1) Extremstellen:
Z; = cos(ﬁ'n) fuiri=0,1,...,n
T.(z) = (1) firi=0,...,n,

(5) Minimalitdtseigenschaft: sei Tn = 23—’_‘1 ::ﬁ:n(t) = t"+c,1" ' +...,d.h. Tn €Q,

SATz:
Unter allen Polynomen aus Q, hat T, die minimale Norm.

BEWEISIDEE: _

Sei g € Q, mit |||l < [Tl

r(t) =T, (t) —q(t) = rell,
1(z0) = Ty(z0) — g(z0) > 0

—_

r(z1) = Tu(z1) —gq(z1) <0

—_

1(z2) = Tu(z2) — q(z2) > 0

= r hat Grad < n —1 mit mindestens n Nullstellen, da r # 0 (da [|g]| < IITnII) ist dies
ein Widerspruch.

Wihle bei der Interpolation die Nullstellen ¢, ..., t,, von Ty1(f).
Dann gilt (beztiglich [-1, 1]):
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Aol iy 1
”f —P||[—1,1] < BT C.

f. Konvergenzfragen

Sei f € C([a,b]); zum € N seiena < t,,) < ty, <...<ty,, <b.
Weiter sei p,,(t) das Interpolationspolynom zu f beziiglich t,,, ..., t,

-
FraGe:

(1) Gilt gleichmifiige Konvergenz? Also ||p,, — fl| — 0 fiir m — o0?

(2) Gilt punktweise Konvergenz? Also p,(x) — f(x) fiir alle x € [a, b].?

Wir ordnen die Stiitzstellen in einer Matrix an:
too

S=1| : - Stiitzstellenmatrix

Sarz: (Faber)
Zu jeder Stiitzstellenmatrix S gibt es ein f € Cla, b], so dass die Folge (py)men der
Interpolationspolynome nicht gleichmaflig konvergiert.

Satz: (Marcinkiewicz)
Zu jedem f € C[a,b] gibt es eine Stiitzstellenmatrix S, so dass die Folge (pm)men
der Interpolationspolynome gleichméfiig gegen f konvergiert.

Aber: S ist im Allgemeinen nicht bekannt!

BE1sPIEL:

f(x) = exp(x) im Intervall [, b].

Sei pu(x) das Interpolationspolynom zu f beztiglicha < t,0 < ... <t,, <b.
BenauPTUNG:! ||p), — fI| — O fiir m — oo.

BEWEIS: -
. . I
Fiir den Interpolationsfehler gilt |[p,, — fllja5 < %Ilwll[a,b].
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w(®] = [11(¢ = )] < (0 =)™ = lfollyyy < (b - )"

i=0
1F " ey = lexp o = €.

. b b— m+1 .
Somit [|py = flljap < : imﬁ)l — 0 flirm — oo

g. Weitere Interpolationsarten

HERMITE INTERPOLATION:
Gegeben seien (t;, sl(.o), sl(.l)) e R3¢t paarweise verschieden.
Gesuchtisteinp € I,y mit(i =0,...,m)

. p(t)—s tiri=0,...,m;

o p'(t) = ()furl—O .., M.

SaTz:
Es gibt genau ein solches Polynom.

BEWEIs:
Eindeutigkeit: dhnlich wie bei Lagrange.
Existenz:
p(t) = z s BOIL = 25 (b (E = 1)) + z SNAGIGEED
Verallgemeinerung:

auch hohere Ableitungen — verallgemeinrtes Hermite-Interpolationspolynom.

RATIONALE INTERPOLATION:
(t) . agtait+..+a,t"
mn T bot+byt+..+b,t"

Gegeben seien m + n + 1 Paare (t;,s;) € R?, t; paarweise verschieden.
Gesucht ist eine rationale Funktion R, , mit

Ryu(t) =sifuri=0,... m+n
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Acuruna: Existenz nicht immer gesichert!

TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION:
Eine Funktion der Form

sult) = ag + ¥ axcos(k- ) + ¥, besin(k - £)
=1 k=1

heifst trigonometrisches Polynom vom Grad m

Gegeben seien 2m + 1 Paare (t;,s) € R mit -1t <ty < ... < t, < T
Gesucht ist ein S,,(f) mit

Su(t)=s;firi=0,...,2m

Es gibt genau ein solche S,,.

SPLINE-INTERPOLATION:
Seia():to <t1...<tm=b

DEFINITION:
Unter einer (kubischen) Splinefunktion versteht man eine Funktion/ : [2,b] — R
mit folgenden Eigenschaften:

1) h e C[a, b];

2) auf jedem Teil-Intervall [¢;, t;,1] gilt gl .1 € a.

Seinun (¢;,s;) €e Rfuri=0,...,m
Gesucht ist eine kubische Splinefunktion mit h(t;) = s; fliri = 0,...,m.

Es gibt eine Losung, aber keine eindeutige Losung.

Zusatzforderung:
H(to) = K (t,) = 0.



3. Nullstellenbestimmung

a. Bisektionsverfahren

Sei f € Cla, b]. Gesucht: £ € [a,b] = [y mit f(&) = 0.

Es gelte f(a) - f(b) <O.

Zwischenwertsatz = es gibt ein & € (4, b) mit f(&) = 0.
Bilde s = 2.

Dann gilt genau einer der folgenden 3 Flle:

(1) f=0=s5=¢;
(2) fa)- f(s)<0=>¢&€(a,s)=:1;
3) f(b)-f(s)<0=>E&€(s,b)=1.

Fortgesetzte Intervall-Halbierung: I,

Sei u, € I,: dann gilt |u, — &| < bz_,l“ — 0 fiirn — oo.

= Findeutigkeit (natiirlicher kubischer Spline)

b. Newton-Verfahren

HERLEITUNG:

f € C?[a,b], sei & € [a,b] mit f(&) =0und f'() # 0in [a,b].
Sei x¢ € [a,b] ein Ndherungswert an &.

Ziel: Berechnung eines besseren Ndherungswertes x;.

Taylor:

(2)
0= £(&) = f(xo) + f'(x0)(& — x0) + LG

2!

(& = x0)?

vernachldssigbar
= 0= f(xo) + f'(x0)(E = x0) g
= 0= f(xo) + f'(x0)(x1 — o)

f(x0)

Wiederhole diesen Vorgang:
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Xit1 :xi—jf,(&)) fﬁriZO,l,...

Diese Rechenvorschrift heifst Newton-Verfahren, x, heifst Startwert.

FRAGEN:

e durchfiihrbar? (also x; € [a, b] fiir alle i?)
e Konvergenz gegen &£?
e Konvergenzgeschwindigkeit?

e Wahl des Startwertes?

Iterationsverfahren:
D : [a,b] — [a,]] stetig.
Zu einem Startwert x( € [a, b] berechnet man

Xit1 = (D(xi) (l = O, 1, .. )

(D heifst dann Iterationsfunktion)
Ein & € [a, b] heifit Fixpunkt von @, falls ®(&) = ¢ gilt.

Frace:
limx; = &£?

1—00

— Banachscher Fixpunktsatz.

Newton-Verfahren: ®(t) =t — ;,((tt))

c. Konvergenz des Newton-Verfahrens
DEFINITION:

(1) Konvergiert die Folge (x;)ien fiir jeden Startwert xo € [a,b], so heifit das
Iterationsverfahren global konvergent.



16 3. Nullstellenbestimmung

(2) Konvergiert die Folge (x;);en nur fiir alle Startwerte xo € U (U eine Umge-
bung um ¢), so heifst das Verfahren lokal konvergent.

DEFINITION:
Sei U eine Umgebung um &. Gilt fiir alle Startwerte x, € U fiir die Iterationsfolge
eine Ungleichung der folgenden Form:

[xivn — &l < Cla; = &P

(p =2 1, C eine Konstante - falls p = 1, so gelte C < 1 -, unabhéngig von xo)
so nennt man das Verfahren ein Verfahren der Konvergenzordnung p.

p = 1: lineare Konvergenz
p = 2: quadratische Konvergenz

SATz:
Sei f € C?[a,b]; & € [a,b] mit f(&) = 0 und f'(t) # O fiir alle t € [a, b].
Das Newton-Verfahren liefert fiir jeden Startwert x, € [g, b] die Ungleichung

Ix1 — & < Clxp — &

mit einer von x, unabhéingigen Konstanten c > 0.

BEWEIS: )
0= f(&) = f(xo) + f'(x0)(E — x0) + %(é e
(x0) ,
oo (xo " ]{(32)) = —F (& - o)
—_—

=X1

|F@
=& -m|= 2{},(;2§||£ - Xof?

Cy := max{|fO(t)] : t € [a,b]} < oo
Cy := min{|f'(t)] : t € [a,b]} > 0

C
& — x| < z—clz & = xol* = CJ& — x? O
N——

=:C
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SATZ:

Sei f € C?[a,b]; & € (a,b) mit f(&) =0 und f'(&) # 0. Dann gilt:

(1) Das Newton-Verfahren besitzt Konvergenzordnung 2

(2) Es gibt eine Umgebung U von ¢ so, dass fiir jeden Startwert xy € U das
Newton-Verfahren gegen & konvergiert.

BeEwETIs:
Sei C wie oben, sei ¢ := min{z, |& —al,|& - bl} > 0
u::(£—€,£+€)

Seige U= [x1 & <Clxg— &P <C-e2<C-p-e=%
——
<&

>xnelU=xelUfuri=1,2,...
= Konvergenzordnung 2.

Es gilt
it — &) < Clri = &P < (1) - & - 0 fiir i — co.
Sei f : [a,b] —» R mit

(V1) es gibtein & € [4,b] mit f(&) =0,
(V2) f € Cl'a,b]lund f'(t) # 0 fiir alle t € [a, b],
(V3) f'(s)(t —s)+ f(s) < f(t) fur alles, t € [a,b],

f(xo)
f(x0)*

(V4) Fiir jeden Startwert x, € [a,b] gilt x; = xo —

LEMMA:
Sei f € C*[a,b] mit fP(t) > 0 fiir alle t € [a, b]. Dann folgt daraus (V3).

Beweis:
@)
f(t) = f(s) + f'(s)(t —s) + > (t—s)> > f(s) + f/(s)(t — ) O
~——
>0

>0



18

3. Nullstellenbestimmung

Sarz: (monotone Konvergenz)
Seien (V1) - (V4) erfiillt und x, € [a, b] ein beliebiger Startwert.

Dann gilt:

(i) E<xppp <xituri=1,2,3,...und f'(t) >0, t € [a,]],
(i) x; <xp <&furi=1,2,3,...und f'(t) <0,t € [a,b],
(iii) limx; = €.

BEWEIS:

Es gibt genau eine Nullstelle.

(i)

(ii)

Sei f'(t) > 0in [a, b].
0 =X = Helh © 0 = f/(x0)(x1 = xo) + f(x0) < f(x1).

Fallsx; == x;=&furi=1,2,...
Sei x; # &£ Nachdem Mittelwertsatz folgt:

fxa) - f(&)

—_—— ——

%:fv(n) :>x1—§>O=>x1>§.
——
>0

Induktionsanfang: v/

Es gelte £ <x, <x,1 < ... <xymit f(x,) >0
0= f,(xn)(xnﬂ - xn) + f(xn) < f(xn+1) (nach (V3))
= mit dem Mittelwertsatz {&22/©) — f”(n) = (wie oben) & < x471.

xn+1_5
f(xn)

X =X, — —— < X,.
n+1 n f/(xn) n
~——
>0
Induktionsschritt: v/

Die Folge (x;)ien ist monoton fallend und beschrankt und damit konvergent.

limx; =:y O(t) =t - Jf,((tt)) stetig.

O(y) = P(lim x;) = lim O(x;) = lim x4 = ).

Also ist y eine Nullstelle von f = y = £ (da f streng monoton wachsend).

ANWENDUNG:
Berechnung von Va fiira > 1



d Das Sekanten-Verfahren

Floy — 707 2% T 2

= x; € [1,a] fiir jeden Startwert x; € [1, a].

fo) _ N4 _ x

19

1< +a<a
f/(t) > 0 im Intervall [1/ ﬂ]
f(t) > 0 im Intervall [1, 4]

= (V1) - (V4) sind erfiillt. Fiir jedes xo € [1,a] konvergiert also das Newton-

Verfahren gegen /.

d. Das Sekanten-Verfahren

IDEE:

Ersetze im Newton-Verfahren die Tangente durch eine Sekante:

Seien xg, x; zwei Startwerte:
,(X‘) ~ Ji)—f(xi1)
) ~ ey

Xi—Xi-1
e SO rimxi)  f)X—1 — (i)
Xist =X~ o ) feoFon
BEMERKUNG:

Vorteil:

es muss nur f(x) ausgewertet werden und nicht f’(x) = schneller

Nachteil:

Konvergenzordnung: p = =5

REGULA FALSI VERFAHREN:

1+V5

Seien xo, Yo € [a, b] zwei Startwerte mit f(xo) - f(yo) < O.

s oz [0~ f
T f(x0)-f(vo)

1. fs)=0V

2. f(xo)- f(s) <0=x1=x0, 41 =5
3. f(yo)- f(s) <0=x1 =511 = Yo

(Sekantenschritt)

(Bisektionsschritt)



20 3. Nullstellenbestimmung

e. Anwendung aus dem Bereich der Finanzmathematik

EFFEKTIVZINS VON SPARVERTRAGEN (PRAMIENBEGUNSTIGTE SPARVERTAGE):

Ein Sparer zahlt zu Beginn eines Jahres einen festen Betrag R ein.

Verzinsung: p%. Dauer n Jahre.

Nach 7 Jahren bekommt der Sparer das Kapital ausbezahlt und eine Pramie von
14% auf die Sparbetrége.

FrAGE:
Effektivzins: welcher Zinssatz wére anzusetzen, damit der gleiche Auszahlbetrag
zustande kommt, wenn keine Pramie bezahlt wird?

Hier hat man
=S

—_——
fiir die Spareinlage zu Beginn des ersten Jahres: R(1 + 1’%)“ = Rs"
fiir die Spareinlage zu Beginn des zweiten Jahres: R(1 + 755)""! = Rs""!
tiir die Spareinlage zu Beginn des n-ten Jahres: Rs
zusammen R(s"+s"'+...+s)+0,14-R

Keine Primie, dafiir aber g% Zins. (r = 1 + )
Ky=R("+...+71)
Wie ist r zu wihlen, damit K; = K, gilt?

O.B.d.A.R=1.

Ml ="+ 4+ .. . +540,14-n

=:c>0

fOy=t"+...+4t—-c=0 (positive Nullstellen fiir ¢ € (0, o))
fH)y=nt"1+...41>0 (V2) v
'O =nn-1)"2+...+2>0 (V3) v
f0)=-c<0

flo)=c"+...+c—c=c"+...+c*>0
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= (nach dem Zwischenwertsatz) gibt es eine Nullstelle r in (0, c) (V1) v

F(x0)(r — x0) + f(x0) < f(r) =0

erxo—%:xllee(o,oo) (V4) v

Also ist der Satz tiber die monotone Konvergenz beim Newton-Verfahren erfiillt.
Fiir jeden Startwert x, € (0, o0) konvergiert das Newton-Verfahren gegen r.

Wahl des Startwertes: s.



4. Lineare Gleichungssysteme

a. Einleitung

a1 ... du X1 bl
Ax =1b: e : =
Ayl ... Ay Xy b,

Wir setzen eine eindeutige Losung voraus, d.h. A # 0.

o direkte Verfahren: liefern nach endlich vielen Schritten die exakte Losung.

Aber: Rundungsfehler!
ca. n®> Operationen.

e indirekte Verfahren: iterative Verfahren: Formelfehler und Rundungsfeh-

ler.
ca. k - n* Operationen = insbesondere fiir Gleichungssysteme mit grofles n

interessant.

b. Gestaffelte Systeme

(1) A obere Dreiecksmatrix:

air ... dn
i |mita; #0fari=1,...,n.
0 Ay
b
Xn = 5=
_ bn—l_an—],nxn
xn_l - An-1,n-1 ’

. Dr=ag i1 X4 1=~ nXn o
Xp = = furk=mn,...,1.

, Riickwartsauflosen”

(2) A eine untere Dreiecksmatrix:

a1
mita; #0ftiri=1,...,n.

Ayl ... Aup
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b

1=

' _ beapx - —aggaxer g _
Xp = ™ furk=1,...,n.

,,Vorwirtsauflosen”

c. Die LR-Zerlegung

Hier versucht man eine Zerlegung der Form A = L - R mit

1 0 r1 ... Tp
lﬂl oo 1 0 rnn
Ax=bos L- (Rx) =b.
——
y

1. Lose das lineare Gleichungssystem Ly = b durch Vorwértsauflosen.

2. Lose das lineare Gleichungssystem Rx = y durch Riickwértsauflosen.

Sarz: Ist A reguldr, so kann man durch vorherige Zeilenvertauschungen erreichen,
dass die LR-Zerlegung existiert, also:

P-A=L-R
mit einer Permutationsmatrix P.

Ax=b& PAx =Pb

BERECHNUNG DER LR-ZERLEGUNG (VERFAHREN VON CROUT)

ainr ... n 1 rh ... Tmgu
Ayl .. gy ILn ... 1 0 T'n
A L R
=

1. ay =ryfurk=1,...,n.
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ajl e -
2. aﬂ=l]~1-rl1=>l]-1=$fur]=2,...,n.

3. usw.
ALLGEMEIN:
Tig = Ajk — l]'17’1k — ... l];]'_lrj_llk furk = j, -
U U U Y R PR
li; = = firi=j+1,...,n
RECHENAUFWAND:

e fiir LR-Zerlegung bendtigt man =~ %3 Punktoperationen,

e ein gestaffeltes Gleichungssystem benétigt man ~ ”72 Punktoperationen.

ANMERKUNG:
Man vermeidet die Berechnung von A™!, denn man benétigt #* Punktoperationen
und das Ergebnis ist instabil (d.h. starke Verfialschung durch z.B. Rundungsfehler).

d. Die Cholesky-Zerlegung
A € R™" heifdt positiv definit, falls gilt

(1) A ist symmetrisch
(2) xTAx > 0 fiir alle x € R" \ {0}.

SaTz:
Sei A positiv definit. Dann existiert eine Zerlegung der Form

A=L-LT

111 0
mit einer eindeutig bestimmten unteren Dreiecksmatrix L =| @ -, und

L ... L
lii>0f1”1ri=1,...,n.



d Die Cholesky-Zerlegung
Diese Zerlegung heifit Cholesky-Zerlegung.

BEwEIs:
vollstandige Induktion nach n:
n =1: A = (ay;) positiv definit = a1, > 0 = L = (fap;); LLT = A

Behauptung sei richtig fiir A,_; € R"~>1
An—l = Ln—l . LZ;—l
Sei nun A € R™" positiv definit.

A, . o ..
! b = A,-1 ist positiv definit und A,y = L, - LrTl_l.

bt | au

0 LT |c

' Ja 0 |a
— Ln—l : LZ—l Ln—l - C — An—l b
LI [T ca® bt A

= L,-1-c=0b.DaL,_; vollen Rang hat, ist sie invertierbar und es folgt L;}lb.

T

clc+a’=a,,=a*=a,,—c'c

0 < detA =detL-detL” = (detL)? = (detL,_1)*-a*> = a* > 0.
—_————
>0

= a = Va,, —clc.

25
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BERECHNUNG DER CHOLESKY-ZERLEGUNG:
Spaltenweises Vorgehen liefert fiir j=1,...,n:

j-1
Li= [la;— Y I2
ji i At
1 i
lij = i\ %~ Y Ll | firi=j+1,...,n
k=1

RECHENAUFWAND:

e fiir Cholesky-Zerlegung benotigt man ~ %3 Punktoperationen.

e. Die QR-Zerlegung von A

Hier zerlegt man A in der Form A = Q - R mit einer orthogonalen Matrix Q und
einer oberen Dreiecksmatrix R.

Ax =b & QRx = b= Rx = Q"b (— Riickwirtsauflsung)

SATZ:
Die QR-Zerlegung existiert fiir jede Matrix A € R™.

HoOUSEHOLDER-MATRIZEN:
KWt = o,...,0,h,..., h,) € R" mit IhT|, =1

0 ... 0
h-hT =] : hi ... hh,

0 h,hy W2
DEFINITION:

Eine Matrix der Form H = I — 2k - k™ heif3t Householder-Matrix.

FIGENSCHAFTEN:
(a) HT = H;

(b) H ist eine orthogonale Matrix:
HTH = (I-2hh")T(I - 2hh") = (I - 2hh")(I - 2hh") = 1 —4hh™ +4h h'h W' =L
~——
=1
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ANMERKUNG:
Seien Q1, Q, orthogonale Matrizen, dann folgt Q;Q; ist ebenfalls eine orthogonale
Matrix.

KoNSTRUKTION DER QR-ZERLEGUNG:

a1 ... A1 a1
A = ’ =i d.
Ayl ... Aup an
1. Schritt:
1
0
Es gibt eine Householder-Matrix H; mit Hia; = oe; e1=]| . |eR"
0
0% = gel - oey = (Hia)"Hiay = al H'H aq = alay = |1} = 0 = zllai]l»
~——
=I
oe; = Hlﬂl = (I - 2h1h{)ﬂ1 =da] — 2]’11 h{bﬁ =da1 — 2(]’1{&11)]’[1
~——
eR
Z(h{ﬂl)hl =a, —oe;.
Wegen ||, = 1 folgt hy = ”;]__(f;]llz.
Aus Stabilitatsgriinden setzt man o = —sign(ai1)|la1|l2-
— = ay+sign(ary)llasll2-er
L= Tlay+sign(ar)llar el
o
0
Nun gilt mithi: Hy -A = . ~
. A]
0
2. Schritt: _ _
Es gibt eine Householder-Matrix H, ((n — 1) X (n — 1)-Matrix) mit Hya, = ye;
1
_ 0
e = . | € R
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; H; ist eine n X n-Householder-Matrix; i, = (0, x, ..., X).

o
)4
NungiltH, -H; - A = .
A
n — 1. Schritt:
X ... X
=H,H,,...HH; A= S
0 X

:;QT

= Q :HfH;H};—l =HH,...H,_,.

RECHENAUFWAND:

o fiir QR-Zerlegung bendétigt man ~ % Punktoperationen, dafiir ist der Al-
gorithmus stabil.

Die QR-Zerlegung bzw. die LR-Zerlegung ist besonders giinstig, wenn mehrere
Gleichungssysteme mit der selben Koeffizientenmatrix zu 16sen sind.

f. Die Gauf$-Elimination

Ax =D
a1 ... An bl Y11 .-+ Vin C1
Ab)=| + .. + i |—>elementare Zeilenumformungen — :
an1 . Aun bn 0 Vun Cn
Y11 .- Vin
R := ' :

0 Vn
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Ax = b & Rx = ¢ — Riickwirtsauflosen.

Elementare Zeilenumformungen:

(1) Vertauschen von Zeilen;

(2) Addition der Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Es sei a1; # 0. Mit den Operationen
e 1 fen i

Iy := ﬁ furi=2,...,n

@ .

lll.k = Clik—ll‘llllk fiiri,k:2,...,n
1
bg):bi—lﬂbl
ailr ... ... du bl
0 tl(l) e tl(l) 17(1)
S
1 1 1
0 ) ... 4 B

FEin Eliminationsschritt:

n
_ 1
=X = —— (b1 — X aux
a1 =

Nach #n — 1 solcher Schritte erhalte:

ain ... ... A1n b1

1) (€] 1)

0 ay, ... a, bz

-1 -1

0 ... 0 4% pib
DEFINITION:

@)

-1 . .
o r e 4" heiflen Pivot-Elemente.

Die Eintrage a,1,a

SATzZ:
Ist A reguldr, so kann durch Zeilentausch erreicht werden, dass alle Pivot-Elemente
von Null verschieden sind (vgl. Ubungsaufgabe).

RECHENAUFWAND:

e fiir die Gauf3-Elimination benétigt man ~ %3 Punktoperationen.

P1vOT-STRATEGIEN
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® BETRAGSMAXIMALE SPALTENPIVOTWAHL:

betragsgrofStes Element: max a% | = 1%
>k ik

pk
Vertausche vor dem k-ten Eliminationsschritt die k-te und p-te Zeile.

g. Matrizentechnische Deutung der Gauf3-Elimination

1 0
—121 1
1= . ..
-la O 1

Der 1. Eliminationsschritt bedeutet dann G;Ax = G4b.

1
GZ = _132 1

—1l,;n 1
Der 2. Eliminationsschritt bedeutet dann G,G;Ax = G,Gqb.

Nach dem 7n — 1-sten Eliminationsschritt:
Gy1:...-G1-A=R.

GAuss-JORDAN-ELIMINATION

ay ... A ... A AV o0 . a
A= ﬂ;'l a;‘k a;m — JA = ag) 1 af.:;)
p1 - wee Onk o eee Onm af;ll) 0 a,(},zz
1 —1q;
J= Li mit [; = ,lZ]—a—i’k‘,z;t]
o1




g Matrizentechnische Deutung der Gaufs-Elimination

Sei A € R™" invertierbar. Berechne A~:

31



5. Das lineare Ausgleichsproblem

a. Problemstellung

GEGEBEN: Messergebnisse (z.B. (¢;,s:),i=1,...,m);
Theoriefunktion (z.B. G(t, a4, ..., a,) = G(t,a)); m > n.
~—_—————

=a

AUFGABE: Bestimme die Parameter a4, ..., a, anhand der Messergebnisse.

G, ay,...,ay) =s;furi =1,...,m ist optimal, aber im Allgemeinen nicht mog-
lich, da m > n.

aber: G(ti, an,...,a,) = s; firi = 1,...,m kann ,,moglichst gut” erreicht werden.
Bestimme also ¢, ..., @, so, dass dies erreicht wird,

n
d.h. Z(G(ti, Ay, ..., 0y) — si)2 minimieren.
i=1

Fehlerquadratsumme
DEFINITION:

Dies ist ein allgemeines Ausgleichsproblem.

BrispiEL:

G(t,a,b,c) = (logistische Kurve, nicht linear)

a
1+exp(b—ct)

DEFINITION:
Ein Ausgleichsproblem heifit linear, falls

G(t,ay,...,a,) = }:laigi(t)
mit gewissen Grundfunktionen g;(t).

BrispiEL:
gi(t) =1 (Polynomausgleich)

2
2 (Z a;gi(t) — Si) -

i=1 \j=1

Setzea;j:= g(t;) furj=1,...,mi=1,...,m.
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a1 A1n
A= vdots
Am1 Amn

2
Dann gilt ) (Z a;gi(t) — Si) = lAa - bl13.

i=1\j=1

Beim Polynomausgleich gilt:
I R
A — . . . .

b. Die Normalgleichungen

A € R™", b € R" gegeben. Gesucht ist ein x € R" mit ||Ax — b||§ — min.

F:R" - R, F(x) = [|Ax — bllZ = (Ax - b)" - (Ax — b) = xTATAx — 2(A"b)"x + b™D.
= F(x) ist differenzierbar.

VF(x) = 2ATAx — 2ATb
Notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum: VF = (.
= ATAx = ATb (Normalgleichungen)

Satz:
Jede Losung der Normalgleichungen ist ein globales Minimum von F.

BEwEis:

Sei x eine Losung der Normalgleichungen: ATAx = ATb.

Dann gilt fiir jedes x € R™:

F(x) = |Ax — bl = (Ax — b, Ax — b) = (AT — b+ A(x - ), AT — b+ A(x - %)) =
— (AT — b, AT — b) 42 (A% — b, A(x - T) — b) + (A(x — %), A(x - %)) =

F®)

= F(X) + 2(ATAY - ATh,x - X) + |A(x - D)|}3 = (da (Ax, y) = (x, ATy))
| —
=0 >0

> F(%).
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= X ist ein globales Minimum.

KoroLLAR:
A hab den Rang n. Dann besitzt F genau ein globales Minimnum.

BEweEIs:

xTATAx = (Ax)"(Ax) = ||Ax|l? > 0.
JAx]; =0 Ax=0=x=0.

= AT A positiv definit.

BEMERKUNG:
Man kann die Cholesky-Zerlegung verwenden.



6. Lineare Optimierung

a. Problemstellung

Maximum bzw. Minimum einer Funktion unter einer Nebenbedingung. Maxi-
mum bzw. Minimum einer linearen Funktion unter einer linearen Nebenbedin-
gung — lineare Optimierung.

BEISPIEL:

Ein Landwirt besitzt 80 ha Ackerfliche und baut Gerste und Weizen an. Der
Arbeitseinsatz pro ha Gerste betrdgt 6 Stunden, pro ha Weizen 10 Stunden. Der
Landwirt hat maximal 560 Stunden Zeit. Die Kosten fiir pro ha Gerste betragen
30 €, pro ha Weizen 100 €; es stehen maximal 4700 € zur Verfiigung.

Der Gewinn betragt pro ha Gerste 40 € und pro ha Weizen 50 €.

Frage: wie ist die Ackerfldche aufzuteilen, um einen moglichst hohen Gewinn zu
erzielen?

Sei x; die Flache fiir Gerste und x, die Flache fiir Weizen.

= x1 + x, < 80 (Anbauflache)
6x1 + 10x, < 560 (Arbeit)
30x; + 100x, < 4700 (Kapital)

X1 ZO,XQZO.

Gewinn: g(x1,xp) = 40x; + 50x, — max.

MATRIXSCHREIBWEISE:

1 1 . 80 0

P=| 6 10 ,x:(xl),b: 560 ,q:(SO).
30 100 2 4700

= ¢(x) := g"x - max unter den Nebenbedingungen:
Px<b,x>0. x<yexy,i=1,..,n

ALLGEMEINER FALL:
geR", beR", PeR™,; xeR"
¢(x) = g"x —» max unter Px < b, x > 0. (Normalform 1)

Diese Aufgabenstellung heifst ein lineares Optimierungsproblem (lineares Pro-
gramm). g(x) = g"x heifit Zielfunktion.
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Die Menge K = {x € R" : Px < b und x < 0} heifit zuldssiger Bereich.

b. Grafische Losung

siehe Mathe-Heft Klasse 9 ;-).

= das Maximum liegt in einer Ecke!

c. Normalformen

NormarrorMm 1: g(x) = g"x — max unter Px < b, x > 0. (siehe oben)
51

NorMALFORM 2: max ¢(x) = g"x unter Px +s =b,x > 0,s > 0. s=]
Sm

s heifst Schlupfvariable.

NORMALFORM 3: A € R"™ "+ mit rk(A) = m; b € R™, c € R™™"
max ¢(z) = c'zunter Az =10,z > 0.
A={LI);c=(q0...007,z=(x1,..., %081, 5m)".

ANMERKUNG:

(1) min g(x) ist &quivalent zu max —g(x);

(2) Eine Nebenbedingung der Form

X1 + ...+ QX = bk
wird zu
—Aj1 X1 — ..o — XX < =by;

(3) untergliegt eine Komponente x; keiner Vorzeichen-Beschrankung, dann
Xk = Xp1 — Xpp Mit x5 > 0 und xp > 0.
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Alle linearen Optimierungsprobleme lassen sich also auf die oben genannten Nor-
malformen zurtickfiihren.

d. Charakterisierung des zuldssigen Bereichs

K={xeR":Px<bundx >0} (Normalform 1)
K={xeR"":Az=bund z > 0} (Normalform 2)

KONVEXE MENGEN:

DEFINITION:
Eine Menge M C R* heilt konvex, falls fiir alle x1,x, € Mund alle 0 < A < 1 der
Punkt x, := Ax; + (1 = A)x, € M gilt.

EIGENSCHAFTEN:
(1) Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex.

(2) Seienxy,...,x, € M= ), uix; € M fur alle y; > 0 mit ) p; = 1. (konvexe
-1 i1
Linearkombination) Z

(3) Seien yj,...,y, € R". Dann ist die Menge K = K(y1,...,¥,) == {x e R*: x =
Y. Wi, pi = 0mit Y, u; = 1} konvex. (konvexe Hiille der Punkte v, ..., v,)
i=1 i=1

DEFINITION:
Sei M eine konvexe Menge. Ein x € M heifit Ecke (oder Extrempunkt), wenn
x=px1+ (1 —pwx, mit0 < u <1,x,x €M, folgt, dass x = x; = x».

HYPEREBENEN UND HALBRAUME

DEFINITION:
Sei a® = (ay,...,a) € R*\ {0} und y € R. Die Menge H := {x € R¥ : aTx = y} heif3t
Hyperebene.

Eine Hyperebene zerteilt den R¥ in zwei Halbraume

H:={xeRF: alx >y}
H :={xeRF: ATx < y}.



38 6. Lineare Optimierung

LEMMA:
H,H~,H" sind konvex und abgeschlossen.

ZULASSIGER BERrREICH K:

Jede Nebenbedingung liefert eine Hyperebene bzw. einen Halbraum.
K ist endlicher Durchschnitt von Hyperebenen bzw. Halbrdumen. =

SATZ:
K ist konvex und abgeschlossen.

ANMERKUNG:
Sei K # 0 und K beschrénkt, dann gibt es eine optimale Losung.

e. Ecken des zulidssigen Bereichs

(Normalform 3: max g(z) = ¢’z unter Az = b, z > 0)

A= (a(l),a(Z), o, a(’“+”)).
Sei x € K, dann definiere I(x) :={i € {1,...,m + n} : x; > 0}.

Sarz: (Charakterisierungssatz)
Aquivalent sind (fiir x € K)

(1) x ist eine Ecke von K;

(2) Die Spalten a) mit i € I(x) sind linear unabhéngig.

BEWEISs:
(i) = (ii):
sei x eine Ecke. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei I(x) = {1,...,r}.

m+n . T .
b=Ax= Y xa® =Y x;a®.
i=1 i=1

Annahme: a®V,...a" sind linear abhiingig: dann gibt es ein (a4, ..., a;) # (0, ...

r e
mit Y a;a? = 0.
i=1
Wegen x; >0 fiiri=1,...,rgibteseine > 0mitx; +eca; >0ftirj=1,...,7.
a=(ay,...,a,,0,...,0)
Vi =(x1+eay, ..., x,+€a,,0,...,0) >0

*)
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=(x1—eoz1,...,x, ea,,0,...,00>0
Esgilty, # y_; x =1y, + (1 - —)y_

Ay, :AxieAEZ:Ax+€Zaia() =b
i=1
~——
=0(nach (*))

= ¥, Y- € K= xist keine Ecke.

(i) = (1):

zu x € Kseiena®V,...,a" linear unabhéngig.
Seix=Ay+(1-y)z,0<A<1l,y,zeK

= I(x) = I(y) U I(z).

m+n

39

Ay=Az=b=0=Ay-Az=A(y—z2) = Z( i—zj)a = Z(y - zj)a

]_

= (y;—zj) =0firalle je{l,...7} (daa(1>,...,

= y = z = x ist eine Ecke.

Sarz: (Existenzsatz)
Der zuldssige Bereich K ¢ R"*", K # 0, hat Ecken.

BEwEIs:

I:={l(z)]:ze K} C{0,...,n+m}

y =minl. Sei x € K mit [I(x)| =y

y=0:=x=(0,...,0)ist eine Ecke.

y > 0: Ohne Einschrdankung sei I(x) = {1,...,7}.

Betrachte die Spalten a®V), ...,a"). Annahme: diese Spalten

Y .
= Y. aja¥ = 0mit (v,...,a) % O,...,0).
j=1

A mm{| a]¢01<]<r} |—kfure1nk

Setze x = (x; — Aay, x2 — Ay, ..., xg — Ay, 0,...,0) > 0.
y

Aszx—AZa]-a(f) =Ax =0b.
=1

N ——
=0

= x € Kund x; = 0.

= |I(x)| < y — Widerspruch.

Also a®,...,a" sind linear unabhingig. = x ist eine Ecke.

a(r) linear unabhéingig)

O

sind linear abhdngig.

(O.E. |ou| = k)



40 6. Lineare Optimierung

Sarz: (Darstellungssatz)
Sei K # 0 und beschrankt.
Zujedem x € K gibt es Ecken gibt es Ecken z, ..., z" mit

l . l
X = Z /\jZ(]),'/\j > 0, Z A]‘ =1.
j=1

=1

f. Basislosungen

DEFINITION:

Sei A € R™"™ mit rk (A) = m und B(@a®,...,a")) eine Teil-Matrix mit Rang
B =m.

Ein x € R™", x > 0 heifit Basispunkt zu B, falls gilt:

X]' = Ofur]¢ {ll//Zm}

m .
Y xa% =b
j=1

Die Komponenten x;, ..., x;, heifSen Basisvariable.
Ein x € R™" heifit Basispunkt (bzw. Basislosung), wenn es eine Teil-Matrix B
von A gibt, so dass x Basispunkt zu B ist.

Sarz: (Aquivalenzsatz)
Sei rk (A) = m und x € R""". Dann sind dquivalent:

(1) x ist eine Ecke von K;

(2) x ist eine Basislosung.

BEWEIs:

1) = (2):

Sei x eine Ecke mit I(x) = {iy, ..., 1,}.

Nach dem Charakterisierungssatz sind a®, ..., 4" linear unabhéngig.

(p < m).

B = (am), ) ple) b(im)),
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(ergdnze a®, ..., al) linear unabhingig zu a®™, ..., al), bl . pin)

2)=(1): ‘ , '
Sei x ein Basispunkt zu B = (a(ll), e a(lm)) = a',...,a;, sind linear unabhingig.
I(x) C {i1,...,in} = a", j € I(x) sind linear unabhingig = x ist eine Ecke.

O

KoroLLAR:
Es gibt maximal (") Ecken.

g. Losung der linearen Optimierungsaufgabe

Sarz: (Hauptsatz)
Sei K # 0 und beschrankt. Dann nimmt die Zielfunktion ihr Maximum in einer
Ecke an.

BEWwEIs:
K ist kompakt; die stetige Funktion g(z) nimmt also ihr Maximum an in einem
z € K.

! . .
=z =), Ajx"), wobei x) Ecken sind.
=1

¢Tx® := max{cTx? : j=1,..., 1) <max{c’z:z€ K} =Tz = ¥ A; ¢'xV) < Tx®
=1 ~——
<cTx®)
= cTx® = (17,

Ziel: Systematisches Berechnen von Ecken. = Simplexverfahren.

h. Der Simplex-Algorithmus

g(x) := g"x + a® - max unter den Nebenbedingungen

Px+s=1b

x=0

s>0 (Normalform 2)
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Zusatzforderung: b > 0

pin .- puw |1 0| by
P L, b _ .. 3 ) . o
Pml pmn 0 1 bm
gt [ 0" [a®© B . . |0 ... 0]aD
0 X1
. oo | O [_] xn
Fine Bas1slosung ist zY = b =
1 51
b,, Sm

Suche nun nach einer neuen Basislosung (Ecke) mit hoherem Wert der Zielfunk-
tion.

Gauf-Jordan-Schritt auf H? liefert eine neue Basislosung aus HY. Gauf-Jordan-
Schritt muss so erfolgen, dass b > 0 (sonst ist die abgelesene Losung nicht im
zuldssigen Bereich).

Wahl des Pivots: p,s > 0; gs > 0.

b = b - Bb, > 0
0
= bf )prs > pisbr

By b
Pis Prs
0] 0] @ @
Ay e Ay, oeo Ay | by
(l) _ N *e . . . . . (1)
H @ 0 0 0 mit Basislosung z'*.
a}(ﬂ)l . a,(ﬁ)n a,, n | U
¢ ., | —a®

Satz: (OPTIMALITATSPRUFUNG)
Gilt cjl) <0fiirj=1,...,m+n,so gilt z) eine optimale Losung.

Satz: (NICHTLOSBARKEIT)
Gibt es ein c](:) < 0 mit a;() <0firj=1,...,m dann gibt es keine Losung (also kein
Maximum).

SaTz:

Gibt es ein c"

k

@

) > 0 und ein a,

> 0, so findet man eine Basislosung z*) mit



i Zweiphasenmethode 43

§(z"Y) > g(z).

i. Zweiphasenmethode

Falls b > 0 nicht erfiillt ist, dann ist z© = ( 2 ) keine zuldssige Losung!
= Anlaufrechnung, um eine zuldssige Basislosung zu bekommen.

PuaAsk 1:
Bestimme eine zuldssige Basislosung.

OBdAseib;<OQfiri=1,...,pund b; >0ftiri=p+1,...,m.
Fiihre zusitzliche Variablen &y, ..., &, ein.

— Y. puxk—si+ & =—-bifuri=1,...,p
k=1

x>0,5>0,&>0.

P - P | -1 01 0] -b
-1 0 1|-b

1 0 ... 0|bp

Put oo Pam | O 110 ... 0| b,
g - Gm | O 0|0 ... 0| —

Basislosungistz©@ = (x1,..., %, 51, .., Sp, Spsts oo S &1 e, &) = (0,...,0,0,...,0,bps1, . .

Zielfunktipon:
h(&) := - ), & — max.

i=1

(x, s, &) ist eine optimale Losung des Hilfsproblems < & = (0, ..., 0)
(x, s, &) ist eine optimale Losung des Hilfsproblems = (x, s) ist eine zuldssige Lo-
sung des Ausgangsproblems.

PHASE 2:
Fiihre mit (x, s) das Simplex-Verfahren durch.

'Ibml

_bll



7. Numerische Losung von Anfangswertaufgaben

a. Einleitung und Beispiele

x = F(t, x); x(to) = y*°

561 = fl(t/ X1y« /xn); xl(to) = ng)

Xn = fn(t/ xl/ .. /xn); xn(to) = yg])

Wir setzen die eindeutige Losbarkeit voraus.

BEISPIELE:

(1) Biologie: Wachstum
Wachstum ist proportional zum Umfang der Population.
x(t): Umfang der Population zum Zeitpunkt ¢.
x(t) = Ax(t) fiir A > 0.

X = F(x).

Wachstum wird durch die Umwelt begrenzt.
% = Rx (1 - %), R>0,K>0 (Verhulstgleichung)

(2) Physik / Chemie: Radioaktiver Zerfall
x(t) = k- x(t) fur k > 0.

(3) Physik:

(a) Fallschirmspringer
v(t): Fallgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
t1: Reifdleine wird gezogen; t,: Fallschirm vollstdndig offen.

. k(t)-v(t)?
U(t):g— ()mv();

ki(t) fir0<t<h

k() = k() + ELEH gy < k(1) <k
ka(t) Jflrt, <t

x = F(t, x).

(b) Pendel (ohne Reibung)
i = —Asin(x)
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(4) Rauber-Beute-Modell:
y(t): Rauber

z(t): Beute
y=a-z-y-p-y
Z=-y-z-y+0-z (Differentialgleichungssystem)

Es reicht, Algorithmen fiir autonome Anfangswertaufgaben 1. Ordnung zu ent-
wickeln:

x = F(x), x(to) = y©
denn

(1) nicht autonome Differentialgleichungen = autonome Differentialgleichun-
gen:

9?: F(t, X),X(to) = y(O)
Z::(i):zz(;):(al'c):(lf(lz) ):G(z)(autonom)

(2) Differentialgleichungen hoherer Ordnung = Differentialgleichung 1. Ord-
nung:

¥=F(x)—>z1:=x,20:=x%
=21 =X=2y,2 =X=F(X) =F(Z1).

=2=G(z) = ( P’Z) )

b. Einteilung der Naherungsverfahren

x = F(x), x(to) = y*
Es sei x(t) die exakte Losung.

KoNTINUIERLICHE VERFAHREN liefern eine (mindestens stetige) Funktion.
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e Picard-Iteration:
eo(t) = y©

Pur(t) = YO + [F(pa(s)) ds.

fo

DiskreTE VERFAHREN liefern in Gitterpunkten tp < t; <t < ... <ty < ... Nahe-
rungswerte y® ~ x(t).

(1) EinscuriTT-VERFAHREN: Y& wird aus y® berechnet.

(2) MEHRSCHRITT-VERFAHREN: &1 wird berechnet aus y®,y*=D, ... &0 (I-
Schritt-Verfahren).
Man benétigt hier [ Startwerte.

c. Einschritt-Verfahren

Gegeben sei h > 0 (Schrittweite)
ty =ty + kh.

Ein Einschritt-Verfahren basiert auf einer Verfahrensfunktion V(k, x) € C(R**}; R).
¥ erhdlt man aus der Anfangsbedingung.
YD = y® 1V, W),

DAs EuLErR-CAUCHY-VERFAHREN
Hier wihlt man als Verfahrensfunktion:

V(h, x) = F(x)

- y(k+1) — y(k) + hP(y(k))

x = F(t,x), z = G(2).
Ohne Riickfithrung auf autonome Differentialgleichung:

Matlab:
function z = ecv(funk, y, h)
z = zeros(size(y))
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K = feval(funk, y) (liefert funk an der Stelle y)
z=y+h*K

ExpLI1ZITE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN
werden dargestellt durch eine VERFAHRENSMATRIX:

P21
B31 P32
mltﬁUEIR,)/ZEIR
ﬁsl ,Bs,s—l
V1o oeee oo Vsil Vs

KD(h, x) = F(x)
K®(h,x) = F(x + I - B KD (h, x))

- =
KD =F(x+h-Y, ﬁin(l)(h,x)) furj=1,...,s
i=1

Vi, x) = 3, KO, x)
j=1
Y& = y® 1 By (R, y®)

explizites Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s.

BEISPIELE:

(1) (T): Euler-Cauchy-Verfahren (s = 1).
(2) s=2:

1 ): Halbschritt-Verfahren.

[
—
NI = ONI=

[ ]
—

1 ): zweistufiges Verfahren von Heun.
2

KW (h, y®) = F(y®)
KO (h, y®) = p(yao + hKO(h, yao))
= y*h = y® 4 1 (Ku)(h, y®) + KO(j, y(k>))

3)s=3

1
2
° [ -1 ]: Verfahren von Kutta.

NI
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4) s=4:

: klassisches Runge-Kutta-Verfahren.

A~ O ONI-
N O NI
N =

=

BEMERKUNG:

Bei allen guten Verfahren gilt )’ y; = 1.
i=1

ImrLIZITE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN
werden dargestellt durch eine VERFAHRENSMATRIX:
P11 .- Pis
: o | mit Bii € R,y € R, B;j # 0 fiir mindestens ein j > i.
,le s ﬁss
)/1 e 7/5

KO, x) = Fx + - ¥, BKO(, 2)) fiir j = 1,... 5.
i=1

BeisriEL:

e

KO = F(y(k) + hK®)
———
ylk+D)

Y&+ = y® 4 KO = y® 4 Ry kD)
implizites Euler-Verfahren (Riickwarts-Euler)

d. Konsistenz und Konvergenz

DISKRETISIERUNGSFEHLER:
1 = F(x), x(to) = y©.

x(to+h)—x(to) .
Al to,y @) =4 7 falls h # 0;
Fy©)  fallsh =0,

A heif3t wahre Zuwachsfunktion.
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Einschritt-Verfahren: y® = 4@ + hV(h, y©).

DEFINITION:
Die Funktion t(h, ty, y©) := Ak, to, y @) — V(h, y) heifit lokaler Diskretisierungs-
fehler.

x(t) =y = x(to+ 1) = y© = x(to +h) — y© = hV (i, y©) = b (X220 _ y(p, yO)) =
I’l . T(h, to, y(O)).

x(t1) — yV: Schrittfehler = Schrittweite - Diskretisierungsfehler.

BEZEICHNUNG:
By sei die Menge der Funktionen F : R" — R" mit

o Fist stetig und beschrankt;

e es existieren alle partiellen Ableitungen der Ordnung N von F; diese sind
stetig und beschrankt.

DEFINITION:
Das von der Verfahrensfunktion V(h, x) definierte Verfahren heifst konsistent, falls
gilt

i 0y =
tim (0, £, ) = 0

tiir jeden Anfangswert (o, yo) und jedes F € B;.
Das von V(h, x) erzeugte Verfahren hat die Konsistenzordnung p, falls gilt

(h, to, y®) = O(H) fiir h — 0
fiir jeden Anfangswert (to, y”) und jedes F € B,
Aus Konsistenz folgt also V(0, y?) = }lm(} V(h,y®) = F(y?) = v(0,y?)

RuNGE-KUTTA-VERFAHREN:

Vi, x) = 3, 7:iKO(h, x)
i=1



50 7. Numerische Losung von Anfangswertaufgaben

s S
Konsistenz: F(x) = V(0,x) = Y. y,K?(0,x) = (Z yi) F(x)
i=1 i=1
——
muss 1 sein
Fazit: .
Runge-Kutta-Verfahren konsistent = )’ y; = 1.
i=1

BeispieL: Konsistenzordnung des Euler-Cauchy-Verfahrens (im skalaren Fall):
% = f(x),x(t) = y© (Taylorentwicklung)

x(to + h) = x(to) + (to) - h + (&)
x(to) = f(x(to)) = f(y?)
X&) = f'(x(8) - (&) = f(x(E)) - f(x(E))

= Al t, y©) = O — )+ #(E) - B = FYO) + L (x(E)) - f(x(E))

V(h,y) = f(y?)
= 1(h, to, y ) =4 f/(x(&)) - f(x(£)) = O(h) (wegen f € By)

= Konsistenzordnung 1.

KONVERGENZ:

1 = F(x), x(to) = y©.

Sei x(t) die exakte Losung. Wir berechnen mit einem Einschrittverfahren Nahe-
@

rungen in Gitterpunkten ¢; := ty + - h (h > 0 Schrittweite), y,

Intervall: [¢to, b].
Sei R = R(h) der Index, welcher tg_1 < b < tg erfuillt.

e = x(t;) -y fiiri=0,1,...,R.
E(h) := max{lleg)ll :1=0,...,R} (maximaler Fehler in [¢y, tr])

DEFINITION:

(1) Das Einschrittverfahren heifst konvergent, falls gilt
}gr& E(h)=0

fiir jedes F € By, jeden Anfangswert (t, ¥”) und jedes Intervall [fo, b].
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(2) Das Einschrittverfahren hat die Konvergenzordnung p (p € IN;), falls
E(h) = O(hP)

fiir jedes F € B,, jeden Anfangswert (f, y”) und jedes Intervall [fo, b].

ANMERKUNG:
Ein konsistentes explizites Runge-Kutta-Verfahren ist auch konvergent.

Formelfehler: E(h): h klein = E(h) klein.
Rundungsfehler: R(h): h klein = R(h) grof3.
Optimales h??

e. Schrittweitensteuerung

k k+1

t, VS > b, y*HY
——
sei akzeptiert

Formelfehler = Fortpflanzungsfehler (Fehler, der schon in #, y® enthalten ist) +
Schrittfehler.

Ipee: Kontrolliere den Schrittfehler.

Betrachte die Anfangswertaufgaben x = F(x), x(t;) = y®.

Exakte Losung sei u(t). " = y® + hV (1, y®).

Das Einschrittverfahren habe die Konsistenzordnung p.

u(ty + by =y =d - b+ 4 O(hP*2).

Wenn £ klein ist, dann kann O(h"*?) vernachléssigt werden. Man nennt deshalb

d - "*! das Fehlerhauptglied.

Berechne zuséatzlich zwei Schritte mit Schrittweite g:
k+1) — 00 4 hys (1 ok

20D = ) 4 EV(E'V( ))

Z(hk+1) — kD) 4 %V(%’Z(kﬂ))

2

SATZ:
Das Einschrittverfahren besitze die Konsistenzordnung p und f € B,,;. Dann gilt

(k+1) _ (k+1)

Y
ulty +hy -y = L 1 o).
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KOROLLAR:
Setzt man
(k+1) (k+1) (k+1) (k)
- 2y, -y
h h h h
(k+1) ._  (k+1) 2 _ 2
y =Y, YA T T

so gilt: u(ty + h) — y*V = O(W"*?) (Konsistenzordnung wird um 1 grofer).

Praktische Durchfiihrung der Schrittweitensteuerung am Beispiel des klassischen
Runge-Kutta-Verfahrens (also Konsistenzordnung 4) fiir nichtautonome Anfangs-
wertaufgaben (skalar)

sei gegeben x = f(t, x), x(t) = y©

Sei h > 0 eine gegebene Schrittweite, 0 < ¢; < &, (Genauigkeitsschranken). Sei y®
eine akzeptierte Ndaherung zum Zeitpunkt f;.

(1) Berechne mit dem aktuellen h die Naherungen 3" und y{™".
2
(2) Berechne die Fehlerschitzung E := 12 y(,;“) —yD

(3) Gilt E > ¢, so setze hy, := % und gehe zu (1).
(4) Ist E < &5, so setze gemdfSs dem obigen Korollar

16 (k+1) _ (k+1)
h h
(k+1) _ 3
y =

15 und tie1 =t + h.

y*D wird zum Zeitpunkt ¢, akzeptiert.

(5) Gilt E < &1, so setze h = 2h.

f. Stabilitit

Test-Differentialgleichung: * = Ax,x(0) = 0, A < 0.
Die exakte Losung: x(t) = a - exp(At); }im x(t) = 0.

Lose diese Anfangswertaufgabe mit einem Einschrittverfahren: Gitter ¢, = ty+k-h,
Naherungswert y®.
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ForperunG: lim y® muss 0 sein (sonst ist das Verfahren schlecht oder die Schritt-

k—o00

weite zu grof3)

Z.B. Euler-Cauchy-Verfahren:

y® = y&D 4 p AyED = (1 4+ AR y*ED = (1 + Ah)2y*2 = L = (1 + Ab)ryO.
Forderung: (1 + Ah)fy©@ — 0 fiir k — oo,

= |1 + Ah| < 1 oder Ah € (-2,0). — Einschrankung an die Schrittweite.
ZB.A=-10=h<0,2.

Man setzt W(z) :=1 + z.
= y® = W(Ah)* - a.
W(z) heifit Stabilititsfunktion des Euler-Cauchy-Verfahrens.

pu ... Pis

Allgemein wird jedem Runge-Kutta-Verfahren f = ,BE ﬁs eine Stabili-
s1 .- ss
4 B

tatsfunktion Wp(z) zugeordnet.
Dies ist die Funktion, welche y® = Wg(Ah)* - y© (also y® = Wg(Ah) - y*) erfiillt.

ForDERUNG:
%im y® = 0= |Ws(Ah)| < 1.

DEFINITION:
Die Menge S; := {z € R : [Wg(z) < 1} heifst Stabilititsbereich von g.

NacaTeIL der expliziten Runge-Kutta-Verfahren: der Stabilitdtsbereich ist relativ
klein, d.h. es gibt eine Einschrankung an die Schrittweite h.

IMmPLIZITES EULER-VERFAHREN:
y(k) :k)y(k_l)1+ h({(g(k)) = y(k_l) + h/\y(k)

= Stabilitatsfunktion Wi(z) = 11:
[Ws(z)| < 1f+r alle z € (=00, 0).
Also gibt es keine Einschrankung an die Schrittweite h.
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a. Einleitung

b
Sei f € C[a, b]. Dann existiert f f(x)dx.

b
Ist F(x) eine Stammfunktion zu f(x), so gilt f f(x)dx = F(b) — F(a).

Z.B. giinstig, falls f ein Polynom ist.

PROBLEMATISCH:

e Stammfunktion ist nicht explizit bekannt (z.B. f(x) = e ™),
e Stammfunktion wird kompliziert (z.B. bei rationalen Funktionen),

e f ist nicht explizit bekannt, sondern nur f(x; fiiri = 0,...,m (z.B. bei Mess-
ergebnissen).

Deshalb braucht man Ndherungsmethoden:

b m

f fx)dx = Y w;f(x;) (Quadratursumme)
p i=0
Die x; heifen Stiitzstellen, die w; heifSen Gewichte.

ForMELFEHLER (bzw. Quadraturfehler):

b m
RIf]:= [ f(x)dx - ;)wif(xi)
R : C[a, b] — Rist ein lineares Funktional (also R[af + fg] = aR[f] + BR[g]).

Eine Quadratursumme (Quadraturformel) heifst exakt fiir ein f € Ca, b], falls
R[f] = 0 gilt. Eine Quadraturformel hat den Exaktheitsgrad n € IN, falls gilt

R[p] = 0 fiir alle p € I1,, und
R[g] # 0 fureing € I1,,4

Aquivalent dazu:
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R[1]=R[x] =...=R[x"] = 0und R[x""'] # 0
GUNSTIGE WAHL EINER QUADRATURSUMME:

o interpolatorische Quadraturformel: Integrand f wird durch ein Polynom p ap-
proximiert (z.B. Interpolation):

b b

ff(x)dx 2y fp(x)dx

a a

o zusammengesetzte Quadraturformel: das Intervall [a, b] wird in Teilintervalle
zerlegt, auf jedem Teilintervall verwendet man eine eigene Quadratursum-
me

o Romberg-Verfahren: durch geeignete Kombination von zwei Quadratursum-
men erhilt man eine neue (vielleicht bessere) Quadraturformel.

AFFINE TRANSFORMATIONEN:

Wie erhilt man aus einer Formel fiir ein Intervall [a, b] eine Formel fiir ein Intervall
[c,d]?

b m
[ fx)dx ~ zo w; f(x).
d
Sei nun g € C[c, d]; gesucht ist f g(s)ds.
@ :[a,b] = [c,d], p(t) = at + p mit p(a) = cund @(b) = d. = ¢(t) = %t + %.

d b b
fi=goqpeClabl= [g@s)ds = [glpt) ¢ ) dt =a [ glat+p)dt

~a- 3 wiglax +B) = Y. Wigly) mit T = a - w;
=0 =0

b. Interpolatorische Quadraturformeln

Seia <ty<t <...<t, <bund f € Clg,b]. Bilde das Lagrange-Interpolationspolynom
p(t) zu diesen Stiitzstellen p(t) = Y. I; f(t;).
i=0
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b

b b (m m b m

[fydt =~ [ptydt = [ (go 1i(t) f(ti)) dt = ;O |f(tz-)- [1:(6) dt] = go w; f(t;) mit w; =
b

[1ip dt.

Sarz:
Eine interpolatorische Quadraturformel (mit m + 1 Stiitzstellen) hat mindestens
den Exaktheitsgrad m.

LEmMMA:
Fiir eine interpolatorische Quadraturformel gilt:

fwi:b—a.

i=0
BEISPIELE:

e Mittelpunktsregel (m = 0, ty = %2):

b
[ fHdt = (b —a)- F(&2) + R[f] mit R[f] = G2 fO(&) mit einem & € (a,b).
Man kann zeigen, dass der Exaktheitsgrad M = 1 ist.

o Trapezregel (m = 1,ty =a,t; = b):

b
[ fidyat = 5 (£@) + f®) + RIf] mit RIf] = ~“5= FO ).
Wieder Lisst sich zeigen, dass der Exaktheitsgrad M =1ist.

o Keplersche Fassregel (m =2,ty =a,t; = “”’ ,tr = b):

[ ftydt =2 (Fa) + 4f (%2) + f(®)) + RIf.

o Newton-Cotes-Formel (m beliebig, t; = a +i- > (dquidistant))

c. Zusammengesetzte Quadraturformeln

Zerlege das Intervall [a, b] in N Teilintervalle.a = xp < x; < ... <xy =b.

ff(x dx = 2 ff(x)dx

i=1 Xi-1
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Verwende auf jedem Teilintervall eine einfache Quadraturformel (z.B. Trapezre-
gel, Keplersche Fassregel, ...).

BeispIEL (zusammengesetzte Trapezregel):

f fx)dx = *52(f (i) + f(x) + Ri[ f].

Xi-1

Fall: alle Teilintervalle gleich: x; =a +i - %

= () + fE) +RIfT = () + F) +RfImit Rif] = -G O,
b
Also:ff(x)dx— Z(f(xZ )+ fea))+RIf] = & “(1f(a)+ 1f(b) + Z f(x))+Rf

Bei der zusammengesetzten Trapezregel gilt, falls f € C*[a, b]: R[f] = fﬂf,)z (&)
mit & € (a,b)

FEHLERSCHR?NKE:

b— ..

|R[f]| < (12;])2 ”f(Z)” ub] -0 fur N — oo.
N

(b-a (b=af® N
RIf = L RIf1 = & %590 = S5 - X F9E) = & T F9(E) = 20,

FEHLERABSCHATZUNG (zusammengesetzte Mittelpunktsregel):

R[f] = &2 £@(£) mit & € (a,b), falls f € C2[a, b].

24N?

ANWENDUNG:
b

Sei f € C?[a,b] und ¢ > 0. Bestimme einen N&herungswert | fiir [ = f f(x) dx mit

a
IJ—1| <e.
Wihle dazu N so, dass (12]?2 If?ll < € gilt. Berechne dann diesen Ndherungswert
mit Hilfe der zusammengesetzten Trapezregel mit N Teilintervallen.

ZUSAMMENGESETZTE KEPLERSCHE FASSREGEL (SIMPSONREGEL):

Teilintervalle: Ri[f] = —120 f9(&), falls f € C*[a, b].

Gesamt: .
R[f] = — =t f9(&)
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d. Das Prinzip der Extrapolation

Sei ¢ : [—a,a] — R mit p(h) = @(=h) fiir alle h € [—a, a].
Seien 0 < hy, < ... < hy < hy gegeben und seien @(hy), ..., ¢y, bekannt.
Gesucht: ¢(0)

IpEE 1: bestimme das Interpolationspolynom p zu den Stiitzpaaren (h;, p(h;)).
= p(0) = ¢(0).

IpEE 2: bestimme das Interpolationspolynom g zu den Stiitzpaaren (+h;, ¢(h;)).
= q(0) = ¢(0)-

Ipee 3: Bilde das Interpolationspolynom zu den Stiitzpaaren (h?, p(h;)) fir i =
0,...,m.

= p(0) = ¢(0) (beste Idee)
Durchfiihrung mit Neville-Schema.

Seinun p(h) = 19 +1h* + okt + Th® + ...
~——
=¢(0)

Sei ho > ]’ll, I’ll =a- ho.

Po :T0+T1h3+”[2hg+...

p1 :T0+T0h%+’f2h1}+...

_ (O—h%)po—(O—hé)pl _ h(z)(’[g+71h%+12h‘11+...)—h§(10+11h§+12h3+...)

— 21,2 — = 1,4
Po1 = hé—h% = hé—h% =T0— Tzhohl —...=Tp+ T2h0 +
?3}18 +...mit7, = —T20(2.
Fazit:

PQ—T0=T1hS+T2h§+...
— 7 1.4 47

Po1 — To —’I;Eh06+ T3h8+...

pOlz—T0:T3h0+....

e. Das Romberg-Verfahren

N-1
T(h)=%-(f(a)+ f(b) +2 ;1 f(xy)) fiir h = &2 (zusammengesetzte Trapezregel mit

N Teilintervallen)
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BeacuTe: T(h) ist nur fiir gewisse h definiert.

SATZ (SUMMENFORMEL VON EULER-MACLAURIN):
b
T(h) = ff(t) dt +T1h? + Toh* + 3h® + ...

~———
70

NEVILLE-SCHEMA:

Romberg-Tableau
]’l§ Po = T(hg) 1: Tg T({ R T?
hy po =T, T
G po=Tg T
Bl =T

T): Trapezregel

Té: Trapezregel mit zwei Teilintervallen
T5: Trapezregel mit 4 Teilintervallen

Ty: Trapezregel mit 2' Teilintervallen

4j'Tk+1—Tk
— |

k
T yT]

h2
T} = PO 1, = 3

PrRAKTISCHE DURCHFUHRUNG DES ROMBERG-VERFAHRENS:
M(h;): zusammengesetzte Mittelpunktsregel mit 2' Teilintervallen.

LEMMA:
T(hiv1) = 5(T(h:) + M(h:)).

NUMERISCHES VERFAHREN:
Romberg-Tableau wird zeilenweise aufgebaut:

e maximale Zeilenzahl N vorgeben, so dass Algorithmus auch abbricht, falls
das Romberg-Verfahren nicht konvergiert.
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e T) wird berechnet (T)) = T(ho))

o i- te Zeile: berechne M(h;_1) }
= T(h) = 5(T(hi1) + M(1i1) = 5(T5 " + M(hioy)

o fiir die restlichen Eintrdge in der i-ten Zeile berechne T;? tir j+k = i: mit der
Rekursionsformel.

e Abbruchbedingung: sei ¢ > 0 als Genauigkeitsschranke gegeben.
IT! , =T ,| < ¢ = akzeptiere T}
IT! =T} ,|>e=i=i+]1, gehe zum dritten Punkt, fallsi < N.

f. Gaufs-Quadraturformeln

Maximaler Exaktheitsgrad bei m + 1 Stiitzstellen ty < t; < ... <t,?
Bekannt: interpolatorische Quadraturformel = Exaktheitsgrad > m.

LEmMMA:
Eine Quadraturformel mit m + 1 Stiitzstellen hat hochstens den Exaktheitsgrad
2m + 1.

BeEwEls:

q(t) := g)(t —t)%q €1y, 40

b
= g(t) > 0 und fq(t) dt < 0.

Y. w; qt) =0
j=0

~——"

=0
= R[g] # 0.

LEGENDRE-POLYNOME

Cla, b]; f,g € Cla, b]:
(f,8) = f f(t)g(t) dt definiert ein Skalarprodukt auf C[-1, 1].
Zwei Polynome p, q heiflen orthogonal, falls (p,q) = 0.
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SATZ:

Es gibt eine Folge (P,),en orthogonaler Polynome mit positivem Hauptkoeffizi-
enten und deg P,, = n (d.h. (P;, Px) = 0 fiir i # k).

(ohne Beweis - Beweis z.B. mit Basis von Cla, b] und Gram-Schmidt)

ANMERKUNG:
(r,Py)y =0 fir aller € IT; 4

Diese Polynome P, heiflen Legendre-Polynome.

Fiir die Legendre-Polynome gilt

Pu(t) = 22t Py(t) — 25 Pya(t)

n+1

und Po(t) = 1,' Pl(t) =t.

1
(Bemerkung: mit dem Skalarprodukt f \/ﬁ f(t)g(t)dt erhilt man die Tschebyscheff-
-1

Polynome)

Satz:
P, hatin (-1, 1) n einfache Nullstellen.

BEWEIs:
Annahme: P, hat nur / < n Nullstellen -1 < t; <... <t; < 1 ungerader Ordnung.

I
q(t) = 'H1(t —t;) = degg < n.
=
1
Py(t)-q(t) > 0= [ Py(B)q(H)dt >0
-1
1
Andererseits gilt (g, P,) = 0, da degq < degP,.{(q,P,) =0 = f P, (t)q(t).
|

= Widerspruch; es gibt also mindestens n Nullstellen ungerader Ordnung, also
n einfach Nullstellen in (-1, 1).
O

Verwende nun die Nullstellen -1 < t; < ... < t,, < 1 von P,,;.; und bilde damit
die interpolatorische Quadraturformel.
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DEFINITION:
Diese Formeln heifSen Gaufi-Quadraturformeln.

SATZ:
Die Gaufi-Quadraturformel mit m + 1 Stiitzstellen hat den Exaktheitsgrad M =
2m+ 1.

BEWEIS:

Sei qe H2m+1.

= q=r1"-Pyu +smitr,s €ll,

= Rlg] = R[y - Py+1] + R[s] mit R[s] = 0, da interpolatorische Quadraturformel

und s € I'1,,.
1

R Pl = [ HOPwa 0= ) 00 P (8) = .
i=0 —

-1 0

=(,Py,41)=0, da rell,,

LEmMMA:
Bei Gau8-Quadraturformeln sind alle Gewichte positiv (vgl. Ubungsaufgabe auf
Blatt 11).

BE1sPIEL:
m = 2: (vgl. Ubungsaufgabe 19 (a)).
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a. Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A € R™. Ein A € C heifit Eigenwert von A, falls ein x € C" \ {0} gibt mit
Ax = Ax. x heifst dann ein Eigenvektor.

Eigenwerte sind genau die Nullstellen vom charakteristischen Polynom p(A) :=
det(AI — A). In der Numerik vermeidet man allerdings diesen Weg (weil instabil!,
vgl. Abschnitt 12).

Sei Q eine invertierbare Matrix. Dann sind A und B := QAQ™! dhnlich und haben
damit dieselben Eigenwerte. (Eigenvektoren: x ist Eigenvektor zu A = y := Qx ist
Eigenvektor zu B)

bll . *
B= .. i+ |=by,..., by, sind die Eigenwerte.
0 bnn

In der Numerik verwendet man Ahnlichkeitstransformationen, insbesondere or-
thogonale Ahnlichkeitstransformationen (da dann keine Probleme mit den Inver-
sen Matrizen auftreten). Sei Q eine orthogonale Matrix, dann gilt Q7! = Q7, also

B = QAQ".

b. Beispiel aus der Physik: lineare Kette

N Massen M, die durch N + 1 Federn linear verbunden sind; die beiden dufSeren
Federn werden fest eingespannt.

M M M M
KN Ok NOR I NOR N O KN
¢; = Federkonstante der i-ten Feder
ly = Lange der Federn (alle gleich lang)
L = Endpunkt-Anfangspunkt
x;(t): Ort der i-ten Masse zum Zeitpunkt ¢
%i(t): Geschwindigkeit der i-ten Masse zum Zeitpunkt ¢
¥;(t): Beschleunigung der i-ten Masse zum Zeitpunkt ¢

Fi(t): Federkraft der i-ten Feder zum Zeitpunkt ¢
Ki(t): Kraft, die auf die i-te Kugel wirkt zum Zeitpunkt ¢
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Bewegungsgleichung (fiir die i-te Kugel): M - &;(t) = Ki(t)
Ki(t) = Fi(t) — Fi-a(t)
Hook’sches Gesetz: Fi(t) = c¢; - (xi1(t) — x;(t) — Iy)

= &i(t) = 5 Ki() = 5 [ci (i (t) = x,(H) = Lo) — cicq (xi(t) — X1 () = Lo)]
= 1 [cisxioa (F) = (6 + cim)xi(t) + cixia (8) + (cioy — ¢)lo] fiiri = 1,...,N

Co+C1 —C1 0
%olt) -1 C+c -
x(t) — ,'A — ﬁ 1 1. 2 . . .
xn(t) - - —CN1
0 —CN-1 Cpo1tON
(co —c1)lo
b= 1 3 = |%(t) = b — Ax(})
M (en—2 — cn-1)lo
(en—1 —en)lo + enL

TRANSFORMATION AUF EIN HOMOGENES SYSTEM:

RuHELAGE: 0 = b — Ax: sei X die Losung von Ax = b.

= z(t) = x (spezielle Losung)

Sei x(t) eine Losung von ¥(t) = b — Ax(t)

Setze y(t) := x(t) — x

= ij(t) = 8x) = b — Ax(t) = AX — Ax(t) = —A(x(t) — X) = —Ay(t).

LOSUNGEN DES HOMOGENEN SYSTEMS:

Falls alle ¢; > 0, so ist A positiv definit (vgl. Ubungsaufgabe 9c); das ist hier der
Fall, da ¢; Federkonstanten sind.

= A hat lauter positive Eigenwerte 0 < A; <... < A,.

Seien vV, ..., 0™ zugehorige (linear unabhéngige) Eigenvektoren.

BEHAUPTUNG:
Alle Losungen von i = —Ay sind von der Form

y(t) = % (aj cos(\//\_j. t) - o) + Bi sin(\/)\_j- ) - U(i)).
j

=1
Beweis siehe Ubungsblatt.

Die Losungen des inhomogenen Systems sind dann

N P -
x(t) =Y, (a]- cos( /A - ) - o) + Bisin(fA; - £) - v(f)) +Xxmita;,f; € R.
j

=1
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ANFANGSBEDINGUNGEN:
x;(0) furi=1,...,N und
%;(0) firi = 1,...,N legen a; und f8; eindeutig fest.

NUMERISCHE PROBLEME:

e lineares Gleichungssystem mit A positiv definit (z.B. Cholesky-Zerlegung);
e Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von A;

e zwei lineare Gleichungssysteme zur Berechnung der a; bzw. der §;.

c. Lokalisierung der Eigenwerte

a1 ... Qi
SeiA=| : [ e R
Ayl ... Aun

n
Ki={zeC:|lz—a;| < ), l|ail} (Kreis in der komplexen Ebene um a; mit Radius
k=1 ki

Y )

k=1k#1

DEFINITION:
Diese K; heifsen Gerschgorin-Kreise.

Sarz: (von Gerschgorin)

Kj

U enthélt alle Eigenwerte von A.
=1

(Beweis vgl. Ubungsaufgabe)

BEeispiEL:
1 0,1 -0,1
A= 0 2 0,4
-0,2 0 3
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d. Transformation auf obere Hessenberg-Gestalt

DEFINITION:
.. ... %

Eine (n X n)-Matrix der Gestalt i _ heifst obere Hessenberg-Matrix.
0«

Sarz:

Sei A € R™". Dann gibt es eine orthogonale Matrix Q, so dass B = QAQT eine
obere Hessenberg-Matrix ist.

Q ist Produkt von n — 2 Householder-Matrizen (siehe QR-Zerlegung, 4.e.)

BEWEISIDEE:
ai b
A= c A les gibt eine (n—1)Xx(n—1) Householder-Matrix H; mit Hic = be;
(61 € ]Rn_l).
Setze H; :=
Dann gilt H1A =

1‘ 0 ﬂn‘ b
HAHT =HAH, =| ° | = | _ =l 7" *
1A0) = mAM = A ol m =
0 0 |x X

KoOROLLAR:

Sei A € R™" symmetrisch.

Dann gibt es eine orthogonale Matric Q, so dass QAQ” = B mit B eine symmetri-
o+ 0

sche Tridiagonalmatrix, also B = )
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BEWEISIDEE:
a1 ‘ ol 1 ‘ 0 an ‘ o 0
o o ~ ~
H.AH, = ~ ~ = — Ty — ;THT —
1 1 H.A, 0 i, A ,wegenc Hy =c¢ H1
0 0

(ﬁlc)Tz(oel)Tz(a 0 ... O).

e. Das QR-Verfahren

Sei A € R™".
QR-Zerlegung: A = QR.

Verwende diese orthogonale Matrix Q zur Ahnlichkeitstransformation:
Q"AQ = Q"ORQ = RQ, d.h. RQist dhnlich zu QR. RQ heifit die QR-Tranformierte
von A.

SATZ:
Sei B eine obere Hessenberg-Matrix mit B = QR.
Dann ist RQ ebenfalls eine obere Hessenberg-Matrix.

BeweEls:

vgl. Ubungsaufgabe 23.

KoroLLAR:
Sei B eine symmetrische Tridiagonalmatrix. Dann ist die QR-Transformierte eben-
falls eine symmetrische Tridiagonalmatrix.

BeEweEls:

B=QR,C=Q"'BQ,C" =(Q"BQ)" =QB'Q"=Q"BQ =C.

= C ist symmetrisch und C ist eine obere Hessenberg-Matrix (Satz).
= C ist eine symmetrische Tridiagonalmatrix.

OR-ALGORITHMUS

AeR™ AW .= A Firk=1,2,3,...:

A® = QW . R® (QR-Zerlegung)
Al .= RO (QR-Transformierte)
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IN DER PrAXxis:

1. Stufe Transformation auf Hessenberg-Gestalt B;

2. Stufe QR-Algorithmus mit AV = B (spart Rechenarbeit).

KONVERGENZ:

1. Alle Eigenwerte betragsmaflig verschieden:
|A1] > le(k? o> A

ay  x ... *
A® = a(Zkl)
- - *
o,
Konvergenz falls a(zkl), ey aﬁ_l — 0.

. (k) /\j+l
Es gllt a.’..<c¢ o

k
i1, S firj=1,...,n-1.

]

Aji k
Aj

—0firk—>ocoundj=1,...,n-1

— 0 fiir k — oo.

Wegen [A 1| < |A] gilt

(k)

=a;

Aber Konvergenz kann langsam sein!
2. — Moglichkeiten zur Konvergenzbeschleunigung!
3. Reduktion.

4. Komplexe Eigenwerte.

f. Das Verfahren von Hyman

b]l cee e b]n
eine obere Hessenberg-Matrix.
0 bn,n—l bnn

Sei p(A) := det(B — AI) das charakteristische Polynom.
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Z1gL: Sei u € R, berechne p(u) (ohne p(A) explizit auszurechnen).

Sei zusétzlich by; #0,...,b,,-1 # 0.

ANMERKUNG: Eine Matrix mit diesen Eigenschaften heifst unzerlegbar.

Sei u € R. Betrachte das lineare Gleichungssystem
B-uhx=a-e (o unbekannt)

(bll — y)xl + b12x2 +...+ blnxn =
b21x1 + (bzz - y)xz +...+ bann =0

bn—l,n—an—2 + (bn—l,n—l - [u)xn—l + bn—l,nxn =0
bn,n—lxn—l + (bnn - [J)xn =0

ANMERKUNG:
X1
Sei x ein Eigenvektor zur oberen Hessenberg-Matrix B. Dann gilt fiir| @ |:x, # 0.
Xn
(denn aus (B — Al)x = 0 folgt dann x,, = x,-1 = ... =x1 =0)
Setze also Xy = 1.
= Xpo1 = _(b#__l“) = Xp-1(1h)-
=Xy =...= xn_z([,l).
= x1=...=x1(1)
Sa=...=a(u)
LEMMA:

(_l)rH—l

Es gilt a(u) = 557, =p(1)-

BeEwers:
Cramersche Regel fiir (B — ul)x = ae; ergibt:
bll -—u ... bl,n—l a

b21 O

_ _detC . —
Xn = gapp mit C =

0 bn,n—l 0
det C = (-1)""'a-bybsy ... byu1 (Entwicklungssatz Laplace)
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_ _ detC _ (D)"laby-by
=1=x= pw) — p(u)
(_1)n+l

= a(y) = 55 P

Nun Nullstellenverfahren, z.B. Bisektionsverfahren.

a(u) ist differenzierbar (nach p). BERECHNUNG VON a’:
B-uhx=a-e

(b1 — w)x1 () + braxa(u) + ... + brxa(p) = a(p)
byrx1 () + (b2 — w)xa(p) + ... + bouxn(u) = 0

bn—l,n—an—Z([u) + (bn—l,n—l - [J)xn—l([vl) + bn—l,nxn(#) =0
bn,n—lxn—l(#) + (bnn - y)xn(y) =0

=

(b1 — p)x; (u) — x1 () + boxy () + ... + by (1) = a(p)
borxy(u) + (baa — x5 () — x2(p) + .. + bouxy (1) = 0

bn,n—lx;_l(y) - xn(.u) =0
——
=1

Unbekannt: x/(u) und a’(u). Durch Auflésen erhélt man diese.

= Newton-Verfahren ist auch anwendbar.

g. Eigenwerte und Eigenvektoren in Matlab

d = eig(A): d ein Vektor, der die Eigenwerte enthilt;

(o unbekannt)

[V.D] = eig(A): D eine Diagonalmatrix, die die Eigenwerte enthélt, die Spalten

von V enthalten die Eigenvektoren;
[PH] = hess(A): Hessenberg-Gestalt;
[QR] = qr(A): QR-Zerlegung.
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h. Vektornormen und Matrixnormen

VEKTORNORMEN AUF K":
|- ]| : K" — R heifst Vektornorm auf K", falls gilt

(1) ||x|| > O far alle x € K" \ {0};
(2) l|Ax]| = |Allx|| fir alle x € K" und alle A € K;

(3) llx + yll < lIx|l + |lyll fiir alle x, y € K".

BEISPIELE:

* [xllo :=max{lx;; = 1,...,n};

n
o lIxllz:= /X il
i=1

n

o x|l ==Y |xil.

i=1

MATRIXNORMEN:
N(-) : K" — R heift eine Matrixnorm, falls gilt:

(1) N(A) > 0 fur alle x € K™ \ {0};
(2) N(Ax) = |AIN(A) fiir alle x € K" und alle A € K
(3) N(A + B) < N(A) + N(B) fur alle A, B € K™".

Eine Matrix heifst submultiplikativ, falls gilt:

(1) N(A - B) < N(A) - N(B) fiir alle A, B € K"™".

Die Matrixnorm N(-) und die Vektornorm || - || heifSen vertraglich, falls gilt
I[Ax|| < N(A) - ||x|| fiir alle A € K™" und alle x € K".

BEISPIELE:
a1 ... A

A=l : :
Ayl ... Aun

71



72 9. Eigenwertaufgaben

e Np(A) := Iaijlzz Euklidische Norm oder Schur-Norm;
\/ i=1 j=1

e Ny(A):=max{) |agll:i=1,...,n}: Zeilensummennorm;
k=1

~

e Ns(A) :=max{}, |axll : k =1,...,n}: Spaltensummennorm.
i=1

Vertriglich sind: Ng mit || - ||, Nz mit || - ||, Ns mit || - [|;.

ANMERKUNG:
Zu jeder Vektornorm || - || wird durch

lub(A) := max{||Ax|| : x € K" mit ||x|| = 1}

eine submultiplikative, vertrigliche Matrixnorm definiert.

ANMERKUNG:

(1) Iub bedeutet least upper bound.
(2) Iub(A) ist die kleinste Konstante ¢, welche ||Ax|| < ¢ - ||x|| erftillt.

(3) lub(A) heifst auch die von || - || induzierte Matrixnorm.

BEISPIELE:

) ||X||oo = IUboo(A) = Nz(A),

e |Ix[[; = lub;(A) = Ns(A);

e ||x|l, = lub,(A) = /p(A - AT) # Ng(A).
DEFINITION:

Sei A € K™". Dann heifit 0(A) := {A € C : A ist ein Eigenwert von A} das Spek-
trum von A.

p(A) := max{|A| : A € 0(A)} heifst Spektralradius von A.
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LEMMA:

Es gilt lub(A) > p(A).

BeweEis:

73

Sei A € 0(A) und v ein zugehoriger Eigenvektor mit |[v]| = 1. Dann gilt ||Av|| =

IA0]l = [Allloll = [A] < p(A) (weil p = max{|A]}).
= lub(A) > p(A).

LEMMA:
Sei A € R™" symmetrisch. Dann gilt lub,(A) = p(A).

BeweEis:
A 0

Es gibt eine orthogonale Matrix Q mit QTAQ = =D
0 An

Seix e R"und ||x], =1= ||x||2 Setze y = Qx (= x = Q).
Iyll; = QYIS = (x"Q)Q"x = xTx = ||x][3.

1A} = 1IAQyI; = ( TQTAT)AQJ/ = y"QTATQQ"AQy = y'D'Dy =

é(Aiyi>2=§ 2242 < p(A) - Zyl—p(A)2 IR = p(AY.

= [|Ax]l; < p(A) = lub,(A) < p(A).
Mit vorangegangenem Lemma gilt also lub,(A) = p(A).

KOROLLAR:
a1 0

A= = luby(A) = max{la;| :i=1,...,n}.
0 Ayn

Sei A invertierbar, so heifst die Grofse
cond(A) := lub(A) - lub(A™)

die Konditionszahl einer Matrix (es gilt immer cond(A) > 1).

IDyll; =



74 9. Eigenwertaufgaben

i. Storempfindlichkeit bei Eigenwertaufgaben

LEMMmA:
Seien A, B € R™". Sei A € C ein Eigenwert von A, aber kein Eigenwert von B. Dann
gilt:

1 < lub((AI — B)"(A - B)) < lub((AI — B)"")lub(A — B)

BEwEIs:
Sei v ein Eigenvektor zu A mit |[o]| = 1.

(A= B)o = (AI-B)o= (Al-B) (A= Bp=0.
I(AI = B)™ (A = B)ol| = [lo] = 1

= lub((AI — B)"'(A - B)) > 1.

SATzZ:

Sei B € R™" diagonalisierbar mit Eigenwerten Ay(B), ..., A,(B) (d.h. B= PDP~! mit
D = diag(A1(B), ..., Au(B))).

Sei A € R™" eine beliebige Matrix, so gibt es zu jedem Eigenwert A von A einen
Eigenwert A;(B)

[A = Ai(B)| < condy(P) - luby(A — B)

BEweEis:
Sei A kein Eigenwert von B. Dann gilt lub,((AI — B) ™) = luby((APP~! = PDP~')™1) =
Tub,((P(AI=D)P-1Y1) = luby(P(AI— D)~ P~ < luby(P)-luby((Al—D)~1)-luby(P1) =

cond,(P)-lubs((AT-D)!) = condQ(P)-max{’ i=1,...,n} = condy(P)- —L

1 .
A=Ai(B)| *

[A=A;(B)|
(flir ein bestimmtes j € {1,...,n}).
Nach vorangegangenem Lemma gilt 1 < condz(P)M_Alwlubz(A - B).
O
ALso:
lub,(P) klein = kleine Stérung in B bedeutet, dass die Eigenwerte nahe beieinan-
der liegen.

lub,(P) grofs = kleine Stérung in B kann total verschiedene Eigenwerte zur Folge
haben.
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LEmMMA:
Ist Q eine orthogonale Matrix, so gilt

(1) lubx(Q) = 1;
(2) cond,(Q) =1.

BeEwEls:
lub,(Q) = max{||Qx|l, : x € K", ||x[|, = 1}.

Sei ||x]|, = 1.

= [|QxI3 = (Qx)"(Qx) = x"QTQx = x"x = [lx[l; = 1 = [|Qx]l, = 1.
= lub,(Q) = 1.

condy(Q) = luby(Q) - luby(Q™") = lub,(Q) - luby(Q).
QT ist ebenfalls orthogonal = lub,(QT) = 1.

= cond,(Q) = 1.

KoroLLAR:
Ist B € R™" symmetrisch und A € R™" beliebig, so gibt es zu jedem Eigenwert A
von A einen Eigenwert A;(B) von B mit |1 — A;(B)| < lub,(A - B).

BEwEIs: )
Es gibt eine orthogonale Ahnlichkeitstransformation.
Rest folgt mit obigem Lemma aus obigem Satz.
O

Bei symmetrischen Matrizen ist die Eigenwert-Aufgabe also storunempfindlich.

STOREMPFINDLICHKEIT BEI AHNLICHKEITSTRANSFORMATIONEN

B = P7'AP und Storung A + AA.

Ahnlichkeitstransformation:

PY(A + AA)P = P'AP + P"'AAP
~——— N——
=B =AB

= lub,(AB) = luby(P'AAP) < luby(P~1)lub,(P)luby(AA) = cond,(P) = lub,(AA)
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Beim QR-Verfahren orthogonale Ahnlichkeitstransformation (Q ist orthogonal):
= lub,(AB) < lub,(AA)

FaziT: QR-Verfahren ist storunempfindlich.
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a. Iteration

Sei D C R"und @ : D — D. Ein £ € D heifst Fixpunkt von @, falls ®(&) = £ gilt.

Fixpunkte werden iterativ berechnet. Startwert X € D berechne dann x(*) =
D(x),

Frage: limx® = & ??

i—o00

@ stetig: wenn Konvergenz = lim x@ ist Fixpunkt.

i—oo

_ (i) = o) _ SO — SO
NEWTON-VERFAHREN: X" = xU F0- O(x) =x 70

DEFINITION:
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung @ : X — X heifit kontrahierend,
falls es ein 0 < L < 1 gibt mit

d(D(s), D(t)) < L-d(s,t) fur alle s, t € X.

KONTRAKTIONSSATZ (BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ):
Sei (X, d) vollstindig und @ : X — X kontrahierend. Dann gilt

(1) Es gibt genau einen Fixpunkt £ € X.

(2) Fiir jeden beliebigen Startwert x» € X konvergiert die Folge x™V = ®(x1)
gegen ¢.

NEWTON-VERFAHREN: X := [a,b],d(s,t) = |s — t|.

ANMERKUNG:
Sei @ : [a,b] — [a, b] stetig differenzierbar.
L := [|®||jgp) = max{|D’(s)| : s € [a, b]}.

= |D(s) —D(t)| < L-|s —t.

(Denn aus Mittelwertsatz: W = |’ (E)| < D |[a7)
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b. Indirekte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Ax = b — FIxPUNKTFORMEN: X = O(x) = Tx + g.

LEMMA:
Sei A € R™" reguldr. Dann kann man durch Zeilenumformungen erreichen, dass
alle Diagonalelemente von Null verschieden sind.

BeweEis:
Induktion nach #:

e Sei A reguldr. n = 1: A = (a11) mit a;; # 0 = Aussage Klar.

a1 ... Qi
en—-1=>nA=

Ayl ... Aup

detA = Y (=1)"'a;; - det Ay (Entwicklung nach Laplace, 1. Spalte)
i=1
Es gibt mindestens ein k € {1,...,n} mit ay - detAy # 0 = a1 # 0 und
det Akl # 0.
ax ‘ * L. X
—_— *
Vertausche erste und k-te Zeile > A = T
k1

*

gk1 entsteht aus Ay durch Zeilenvertauschung. = det A:d # 0.

= Behauptung |

Seinun A € R™", Areguldr mita; #0ftiri=1,...,n.

a1 ... An a1 0 0O ... 0 0 A1n
: = + +
Ay ... A 0 Ay am 0 0O ... 0
A=L+D+U

Daraus ergeben sich zwei Verfahren:
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1. Ax=b=>L+D+Ux=b=Dx+L+Ux=beDx=—-L+Ux+bo
x=-DYL+ U)x + D'b.

Alsox=Tx+ gmitT=-D L+ U)und g =D'b.
Nun: x©@ € R™: x@ = Tx® + ¢.

Dieses Verfahren heifst Gesamtschrittverfahren oder Gauf3-Jacobi-Verfahren.

22 Ax=bes (L+U+Dx=be (L+Dx+Ux=bs (L+D)x=-Ux+b=
x=—(L+D)'Ux+ (L +D)'b.

Alsox=Tx+g¢gmitT=—(L+D)'Uund ¢ = (L + D)™'b.
Nun: x©@ € R"™: x@ = Tx® + ¢.

Dieses Verfahren heifst Einzelschrittverfahren oder Gauf3-Seidel-Verfahren.

Praktische Durchfiihrung des Einzelschrittverfahrens:
(L + D)x™D = —Ux® + b. Lose dieses lineare Gleichungssystem (durch Vorwiérts-
auflosen).

Gesamtschrittve{fahren:
x1 (1) b
. - .
x1(1i) xg+1)

Einzelschrittverfahren: )
1+

) XD li+1)
Y Mo 2
. 2 ()
N el : = X
xg) x.(l') I‘
n X,(;)
ZUSAMMENFASSUNG:
Ax=box=0x)=Tx+g
A=L+D+U
Tc = -DY(L + U) Gesamtschritt

Te = —(L+D)'U Einzelschritt
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AUFWAND:
pro Iterationsschritt: n* Punktoperationen x*? = Tx® + ¢
gesamt: k - n? (k Schritte)

direkte Verfahren: O(1®) (indirekte Verfahren also nur bei grofien n sinnvoll)

KONVERGENZ:
®(x) = Tx + g - wann ist hier @ kontrahierend?

I0(x) - Dyl < Lix — yll mit L < 1.
ITx + g = (Ty + QI = ITx — Il < N(T) - llx — yll « N(T) < 1.
(Il - || und N(-) seien vertrdglich).

Gilt N(T) < 1, so erhilt man Konvergenz der Iteration x*) = Tx® + ¢ fiir jeden
Startwert x© € K",

GENAU-DANN-BEDINGUNG:
Sei p(T) der Spektralradius.

SaTz:
x™D = Tx+ ¢ ist konvergent (gegen den Fixpunkt) fiirjeden Startwert < p(T) < 1.

BeweEis:

,=" Sei X ein Fixpunkt und x € K" ein Startwert.
¥ —F = Txl D) 2 T% = T(D — %) = () = ) = ... = Ti(x® — 7).

= Sei A ein Eigenwert von T und y ein zugehoriger Eigenvektor. Wahle x© .= y+x
— x = Tx(=D 4 ¢

Nach Voraussetzung gilt lim(x®) — x) = 0.

= im(T'(x? — X)) = im(T'(x? — X)) = im(T"y) = lim(A'y) = 0

= A <1=p(T) <1.

,&" Sei p(T) < 1. Dann gibt es eine Vektornorm || - ||, so dass fiir die zugehorige
lub-Norm gilt p(T) < lub(T) < 1. = Behauptung.
O
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HINREICHENDE BEDINGUNG:

1. fiir Gesamtschrittverfahren: T = T = —=D~'(L + U).

1 0 a
o 1n

1
Apn an1 0

Zeilensummennorm Nyz(Tg) < 1

Nz(TG) = max{i . Z llaikl il = 1,...,n} <1.

il ki

Y. lail <lai| furjedesi=1,...,n (Zeilensummenkriterium)
k=1 k#i

Entsprechend liefert die Spaltensummennorm Ns(T¢) die Bedingung

L lajlag| < lajjl (Spaltensummenkriterium)
k=Tk#j

2. fur Einzelschrittverfahren:

Sarz:
Zeilensummen- und Spaltensummenkriterium sind auch hinreichend fiir
die Konvergenz des Einzelschritt-Verfahrens.

BEWEIS:

fur Zeilensummenkriterium:

Zeige Nz(Tg) < Nz(T (< 1 nach Voraussetzung)
Nz() = lub(")

Seiy € K" und z := Try

n

Wir zeigen durch vollstandige Induktion |z < @II j:lz;‘;&k |2kl IYlleo < Nz(To)lIYllco-

(L+D)z=-Uy (Vorwartsauflosen)

Induktionsanfang: |z;| < ﬁ YAl 1yl < (IaLnl ) Ialjl) IYllo < Nz(To)llylle
j=2 —— j=2
lIllo
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k-1 n
Induktionsschluss: |zx| < == (Zl lagil 1zjl + X ] |yj|)
]:

lagk|

j=k+1

k=1 .
<o (Z |akj|)'NZ(TG)||]/||oo +( Y |a,<j|)||y||oo
j=1 S——

j=k+1
<1,n.V.
n

< ﬁ Y Iakjl) Nlleo < NZ(T)Ylloo
j=1,j#k

= [ITeYlleo = llzllo < Nz(To)IYlloo
= luboo(TE) = Nz(TE) < Nz(TG)

Analog fiir Spaltensummenkriterium.

KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT
hangt ab vom Spektralradius.
Methoden zur Konvergenzbeschleunigung

e Relaxationsverfahren , Verschieben der Eigenwerte”- hangt davon ab, wie
die Eigenwerte verteilt sind

c. Nichtlineare Gleichungssysteme, mehrdimensionales Newton-
verfahren

Sei U C R" und F : U — RR" hinreichend glatt.

Gesucht ist ein x € U mit F(x) = 0, d.h.
filx1, ..., x,) =0

.fn(xl, e, Xn)

P) )
a—ﬁ(x) . %(x)
Sei DF(x) = : : die Funktionalmatrix.
of, ofs
Le) ... L)

Taylor-Entwicklung:
F(x) = F(y) + DF(y) - (x — y) + Rest
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= 0 = F(y) + DF(y)(x —y) = x = y — DF(y)™! - F(y), falls det(DF(y)) # 0.

Wihle nun ein x© € U und bilde

X = 4(=1) _ [DF(x(i—l))]—l _F(x(i—l))

(mehrdimensionales Newton-Verfahren).

PrAKTISCHE DURCHFUHRUNG:
DF(xt=D) . (x® — x(=D) = —F(x(-D) (gesucht: x1); sei v := x@ — x(=D)

Lose also das lineare Gleichungssystem DF(x% V). v = F(x"Y) und setze dann
() = (i-1)
) =v+x

ABBRUCHBEDINGUNGENI
IEGD) oo < € und []x@ — x| < &.

MATLAB:
Ax = b wird mit dem Befehl ,x =b \ A;” gelost.

In jedem Schritt muss Ay = DF(y®) berechnet werden; das sind n* Funktionsaus-
wertungen. Deshalb gibt es einfachere Formen:

VEREINFACHTE FORM
Wihle fiir Ay eine feste Matrix, z.B. Ay := Ay = DF(y©) mit y© ist Startwert.

Lose dann Ay - v = F(y®) z.B. mit LR-Zerlegung (die Zerlegung muss nur einmal
gemacht werden).

Diese Methode heifst Parallel-Verfahren.

VERANSCHAULICHUNG IM FAaLL nn = 1:
k1) — k) _ S
Y =Yy )

KONVERGENZ DES NEWTON-VERFAHRENS:
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Sarz: (lokale Konvergenz)

Sei U C R" offen und F : U — IR" zweimal stetig differenzierbar. Sei u € U mit
F(u) = 0 und DF(u) invertierbar.

Dann gilt:

(1) Es gibt eine Kugel K,(u) := {x € U : [lx — ull, < p} mit F(x) # 0O fiir alle
x € K,(u) \ {u} (d.h. u ist eine isolierte Nulltstelle).

(2) Fiirjeden Startwert ¥ € K, () konvergiert das Newton-Verfahren gegen u.

(3) es gilt quadratische Konvergenz.

In der Praxis nicht niitzlich, weil die Nullstelle und p nicht bekannt sind.
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a. Einleitung

Gesucht ist ein (globales oder lokales) Minimum von

h:R">D — R.
Gesucht ist also ein z € R"” mit
e hi(z) < h(x) fiir alle x € D (globales Minimum)
e h(z) < h(x)furallexe U, Uc D (lokales Minimum)

Wir beschrianken uns auf die Suche der lokalen Minima.

b. Nichlinearer Ausgleich

h(z) = h(zy,...,2,) = f (sj — G(tj,z1,...,zn))* (vergleiche Abschnitt 5.a.)
j=1

(tj,sj) fur j=1,...,m, waren die Messwerte.

BEISPIELE:

(1) Physik: Messungen (t;,s;) miti =0,...,20.
G(t, a1, an, a3, ) = aq - sin(ant + az) + ay.

(2) Biologie: Enzymaktionen X — g,y P (X: Substrat, P: Produkt)
Reaktionsgeschwindigkeit v hangt von der Konzentration des Substrats x ab.

v(X) = 1y

+x

Messungen (x;, v;) miti=1,...,m.
G(xi, 1, K) := £=

K+x*

Sei h(x) = h(xy, ..., x,) hinreichend glatt. NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR EIN LOKALES
MiNIMUM Z:
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f;h(il,...,fn) =0
: = grad h(z) = 0.
a%h(il, ceeyzy) =0

HiINREICHENDE BEDINGUNG:
Hess h(z) positiv definit.

c. Hohenlinien

n=2h(z,z);h: R? - R.
Zu c € R heiflt H, := {(z1,2,) € R? : h(z1,2,) = ¢} Hohenlinie zum Niveau c.

ZEICHNEN VON HOHENLINIEN durch Losen von Anfangswertaufgaben:
21 = hzz(ZhZZ)/ 21(0) =
Zp = —h;,(z1,22),22(0) = B

Fiir die Losung (z;(t), z(t)) dieser Anfangswertaufgabe gilt
(z1(£), 22(t)) € He mit ¢ = h(a, B)

(vgl. Ubungsaufgabe 27).

d. Abstiegsverfahren

h:D C R" — R: gesucht ist ein lokales Minimum.
h hinreichend glatt, differenzierbar, ...
Notwendig: grad(h(z)) = 0.

Sei z € D gegeben. Gibt es ein z* € D mit h(z*) — h(z)? Gibt es einen Vektor p € R"
mit h(z + tp) < h(z) fiir alle t € (0, t]?

Dann heifst p eine Abstiegsrichtung.
Z1 + tpr
z+1tp =
Zy + tpy
Seil D (0,to]. Setze ¢ : I = R : ¢(t) := h(z + tp) (bei festen z, p).
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Z1 + tpl p1
Y- R:yYt) = : = yY'(t) =
Zy + tpy Pn
h:R"— R.
V(t) = h(y(t)) = ¢ ist differenzierbar (als Verkniipfung von Funktionen) und es
gilt ¢’ (t) = grad h(ip(1)) - ¥'(1)
pl n n
= (B @) b ) )| = S o) = L) p
pn) )
@’ (0) = ). h..(2) - pi. ’(0) < 0 = p ist eine Abstiegsrichtung.
i=1
Gilt grad h(z) # 0, so ist p := —grad h(z) eine Abstiegsrichtung, denn dann gilt

P'(0) ==Y I (27 <.
i=1

BASISALGORITHMUS:
Gesucht ist ein z € D C R" mit grad h(z) = 0.

1) Seiz® € D gegeben; k = 0

2) Berechne grad h(z®); falls grad h(z®) = 0, beende diese Schleife. Ansonsten
wihle eine Abstiegsrichtung p® und eine Schrittweite t, > 0 mit h(z® + t -
p¥) < h(z®).

3) Setze dann z**D := z® + p®; k = k + 1 und gehe zu 2).

Ein Abstiegsverfahren besteht aus einer Richtungs- und aus einer Schrittweiten-
strategie.

RICHTUNGSSTRATEGIE:
z.B. p® = — grad h(z®) (negativer Gradient)
— Gradientenverfahren

SCHRITTWEITENSTRATEGIE:

Betrachte ¢(t) := h(z® + tp®) (¢ : (0,t)) = R, to).
tr als erstes Minimum von ¢(t).

— exakte Schrittweite.

KONVERGENZ (FUR DAS GRADIENTENVERFAHREN):
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Sarz:

Sei h € C*(D;R), D offen und z® € D der Startwert.

Die Niveaumenge Lo := {x € D : h(x) < h(z?)} sei kompakt und besitze genau ein
z € Lo mit grad h(z) = 0.

Dann konvergiert das Gradientenverfahren (mit Startwert z?) gegen z.

(vgl. ].Werner - Numerische Mathematik, Band 2).

e. Differentialgleichungsmethode

Idee: Nullstellen des Gradienten als stationédre Punkte einer Differentialgleichung.

% = F(x): sei y eine Nullstelle von F, dann ist x(t) = y eine Losung der Differenti-
algleichung (— stationdre Punkte).

Z1 = —hzl (Z)
z = —grad h(z)T, x(0) = z©, also : *)
Zp = —hy(2)

Sei W(t) die Losung dieser Anfangswertaufgabe.

@(t) = h(W(t)) ist differenzierbar und es gilt

P'(t) = grad(H((®) - ¢'(1) = - grad A(W(1) - grad (W(E) = X h (W) < .
= @(t) ist monoton fallend.

NUMERISCHES VERFAHREN:

(1) Wihle Startwert z € D; feste Schrittweite o; k := 1.

(2) Berechne mit einem Naherungsverfahren (fiir Differentialgleichungen; am
Besten implizite Verfahren) Ndherungswerte der Anfangswertaufgabe (*)
zum Zeitpunkt k - o.

20 ~ W(k- o)
(3) Gilt || grad h(zW)|| < ¢ (fiir ¢ > 0 gegeben), so beende das Verfahren und

akzeptiere z® als Naherungswert fiir z.
Ansonsten setze k = k + 1 und gehe zu (2).



12. Stabilitdt und Storungsfragen

a. Einleitung

Im ganzen Kapitel bedeutet , klein” nicht klein, sondern ,, betragsmiifSig klein™.

STABILITAT
Sei F : R" — R". Gesucht ist ein x mit F(x) = 0. Bekannt ist ein y mit F(y) = 0.
Frace: Ist y ein guter Naherungswert an x?

BezeicununG: Die Grofie F(y) heifst Defekt.

Gute Stabilitit: kleiner Defekt = gute Naherung.
Schlechte Stabilitit: kleiner Defekt = gute Naherung.

STOREMPFINDLICHKEIT
F ist nicht exakt bekannt, sondern nur eine Approximation F. Gesucht ist ein x

mit F(x) = 0. Bekannt_ ist ein y mit f(y) =0.
Frace: Folgt aus F — F klein auch x — y klein.

BezeicunuNG: Storunempfindlichkeit bedeutet, dass aus einer kleiner Storung
folgt, dass y ein guter Naherungswert an x ist.

Die Storung wird durch einen p-dimensionalen Parameter-Vektor modelliert:
G:R"” - R", (x, u) = G(x, 1)

z.B. p(x) = F(x) ein Polynom vom Grad #:

G(x, 1) = G(x, fho, - - -, fhn) = p(x) + §> wix',

Das ungestorte Problem ist ein Ausgangsproblem fiir ein bestimmtes p. Dann gilt
G(x, u) = F(x).

AusGANGSPROBLEM: F(x) = 0 (hier p = 0).

Es gibt ein y mit G(x, 1) = F(x) =0

Berechnet ist G(y, 1) = 0; Storung 1 — 1.

Storunempfindlich: i — 1 klein = y — X klein.
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b. Eine allgemeine Fehlerdarstellung

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion G : R"*? — R", (u,v) = G(u, v).
iU, ..., Uy, 01, ..., V)
G(u,v) =

Sn(Ua, ..., Uy, 01,000, 0y)

Fiir jede Komponente g; gilt nach dem Mittelwertsatz:

gi(x, 1) = gi(y,n)
=Dugi(y +ti(x—y),n+t(u—m)x—y) +Dugi(y +ti(x—y),n+t;(u—n)(u—1)

p
= ;1 =g i(y+t(x—y), n+ i —m)(xi—yi) + ;1 £ gi(y+ti(x—y), N+t —m) (i — 1)
mit ¢; € (0,1), D,, D, die partiellen Ableitungen nach u bzw. v.

Kompakt:
G(x, 1) = G(y,n) = DuG - (x = y) + DuG - (1 — ).

D,G hat die Komponente (n X n-Matrix)
%gi(...) firi=1,...,m;5=1,...,n.
D,G hat die Komponente (n X p-Matrix)

a%jgi(...)fﬂriZL,,,,n;]’:1,”.,p.

p=0:
G(x) = G(y) = DG - (x — y).

STABILITATSPROBLEM:
F(x) = 0, Naherungswert v.
F(x) - E(y) = DF - (x — ).

Problem: Zwischenstellen in DF sind nicht bekannt.
Deshalb wird DF =~ DF(x) gesetzt.

= F(x) —F(y) = DF(x) - (x — y)
——
=0

Sei nun DF(X) invertierbar. Dann folgt x — y ~ —[DF(x)]™" - F(y).

Fazi: Norm([DF(X)]™!) klein = gute Stabilitét.
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STORUNGSPROBLEM:
0= G 1) -Gy, ~ D.GED & -y) + D,CE D) - (7 - 1).

Sei D,G(x, i) invertierbar.
x - y) ~ -[D.GE D] 'D.GX, 1) - (1 — ).

Fazi: Norm([D,G(x, 1)]"'D,G(x, 1)) klein = storungsunempfindlich.

c. Stabilitdt und Stéorunempfindlichkeit einer Nullstelle

Sei f : R — IR stetig und differenzierbar, sei x eine Nullstelle mit f’(x) # O:
y-*% 55f().

Z.B.|f'®) ~ 105, |f(y)| = 10%.
= |y — x| ~ 10°7*.

BEACHTE:
Das Stabilitatsverhalten in den einzelnen Nullstellen kann sehr untersschiedlich
sein.

STORUNGSPROBLEM

p(x) =0

Berechnet: f(x, 1) =0, f(y,1) =0.
Annahme: f(x, u) = p(x) + pgq(x) mit p,q € C'[a, b].

1 = 0 = ungestortes Problem.
S, p) = p' () + pg’ (x) = fiulx, 1) = fulx, 0) = p'(x)
Julx, 1) = q(x) = fu(x,0) = g(x).

&

=
=

=>X—-Y=x

&

@

DEFINITION:

Doe Grofste @ heifst Konditionszahl der Nullstelle Xx.

p'(x)
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FaziT:

e kleine Konditionszahl = storunempfindlich;

e grofle Konditionszahl = storempfindlich.

BEeispieL: (vgl. Buch von Schwarz)

12

p(x) = TT(x—k) =x2 + ... —6926634x” + ... (= ppox'? + ... + p1x + po)
k=1

Storung nur im j-ten Koeffizienten: u - g(x) = u - x/.

Konditionszahlen:
ak) b
p) — (k=DA2-k)! — C,j-

(z.B. Konditionszahlen bei j = 7 relativ grof3, bei j = 1 relativ klein)
Storung bei j = 7: p, := py + npy = 6926634,001 = n ~ 1,44 - 107"°.

k=929—y9%C9,7'ﬂ:>ygz8,980...

d. Storempfindlichkeit linearer Gleichungssysteme

Ax=b,AeR™,detA #0
exakte Losung: x: Ax = b.

STORUNG IN DER RECHTEN SEITE:

551
Fix,uy) =Ax—-b—-pumituy=| : [€R"

L
D,F(%,0) = A, D,F(x, i) = I = D,F(F,0) = L.

=X -y ~ —[D:F(x,0)]'D,(x,0) - n=-A"n.
Hier gilt sogar: ¥ — y = —A™'n, da D,F und D,F konstant sind (und dadurch die



d Stérempfindlichkeit linearer Gleichungssysteme

Zwischenwerte nicht abweichen); vgl. 12.b, Stérungsproblem.

=[x — yll < lub(A™)n

Ax = b= ||b|| < lub(A)|x|]| =

1
[EY]

<lub(4) - 14

= | B < 1ub(A™) - lub(A)

(I

cond(A)

il
Il

93

(absoluter Fehler)

(relativer Fehler)
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